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Kapitola 6

Stabilita a oscilace

Oscilace je charakteristicky ¢asovy pribéh fyzikalni veliciny, jejiz hodnoty opa-
kované (periodicky) rostou a klesaji. Pokud amplituda téchto kmitd je casové
stala, jde o netlumené oscilace, pokud amplituda kmitt v Case klesa, jde o tlu-
mené oscilace. Harmonické oscilace jsou popsany ¢asovou zévislosti sin(wt + ¢),
kde w je thlovy kmitocet a ¢ je faze.

Stabilita znamena, Ze elektricky obvod je stabilni, kdyz v ném nevzniknou
netlumené oscilace jako odezva na libovolnou ¢asové omezenou zménu nékteré
obvodové velic¢iny.

Metodami zde uvedenymi lze pouze rozhodnout zda je obvod stabilni nebo
ne, pripadné lze vypocitat kmitocet vzniklych oscilaci a podminku jejich vzniku.
Témito metodami nelze urcit amplitudu oscilaci. Zde se uvazuji jen linearni ob-
vody. Pro urceni amplitudy je potfeba pouzit jiné metody které uvazuji obvody
jako nelinearni. Kritéria stability, zvefejnéna autory Schur, Routh, Hurwitz,
Michajlov, Leonhard, byla pavodné vyvinuta pro aplikace v mechanice, v dobé
kdy nebyly k dispozici pocitace, které by zvladly narocné numerické vypocty.
Kritéria stability jsou popisovina naptiklad v [44], [43].

6.1 Metoda admitanéni matice

Z hlediska uvedenych pojma mohou v elektrickém obvodu, pokud je nestabilni,
existovat netlumené kmity, i po odstranéni vlivu budici veli¢iny jejiz zména tyto
kmity vyvolala. Z hlediska popisu obvodu to odpovida stavu, kdy vSechny budici
zdroje jsou nulové a pritom obvodové veli¢iny jsou nenulové. Pro pfipad popisu
obvodu metodou uzlovych napéti je obvod popsan soustavou rovnic

YU=1 kde I=0 (6.1)
Sloupcovy vektor I obsahuje budici zdroje a je tedy v tomto pfipadé nulovy. Jde
tedy o homogenni soustavu n rovnic o n neznamych. Aby existovalo nenulové

feseni této soustavy tj. U # 0, musi byt detY = 0. Pfi hledani podminek
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240 KAPITOLA 6. STABILITA A OSCILACE

vzniku oscilaci, viypocétu kmitoctu oscilaci, nebo zkoumani stability obvodu, 1ze
vychézet z rovnice

detY =0 (6.2)
Plati obecné, ze determinant admitanéni matice Y obvodu je polynom
F(p) = anpn + an—lpn71 co0ag (63)

kde koeficienty a; jsou redlna ¢isla, n jsou celd nezaporna ¢isla, p = o + jw je
komplexni kmitocet!. Jde tedy o feseni rovnice (6.2) v oboru komplexnich ¢isel.
V pripadé posuzovani stability obvodu jde casto jen o kvalitativni hledisko,
tedy o rozhodnuti zda je obvod stabilni nebo ne. Reseni rovnice (6.2) byva
pro vyssi fad nez n = 2 obtizné. Pro posouzeni stability obvodu lze pouzit
specialnich kritérii bez nutnosti fesit rovnici n tého radu. Je to upraveny Schurtv
algoritmus, a kritéria - Hurwitzovo, Michajlovovo - Leonhardovo a Nyquistovo.

6.1.1 Priklad na pouziti admitan¢ni matice

Na obrazku 6.1a) je Colpittsiv oscildtor. Mame hodnoty parametra R; = 20 k{2,
Ry =10k, R3 =2k, Ry =1kQ, C; =300 nF, C; = 100 nF, C5 = Cy =
10 puF, L =33 mH, Ucc =10V, ya1 = 0,1 S, y22 =5-107° S.

Vyuzitim admitanéni matice obvodu lze vypocitat kmitocet oscilaci a urcit
admitanéni podminku pro vznik oscilaci. Tento vypocet se provadi na ekviva-
lentnim obvodu pro stiidavy signal (tedy pro ¢asové zmény obvodovych veli¢in).
Stejnosmérny nezavisly napéjeci zdroj napéti Uoe nahradime zkratem, protoze
¢asové zmény konstanty jsou nulové a nulové napéti mezi dvéma misty zajisti
zkrat. Predpoklada se, ze kapacity Cy a C3 jsou tak velké, Ze pro oscilacni kmi-
tocet jejich reaktance lze nahradit zkratem. Tak dostaneme ekvivalentni obvod
na obrézku 6.1b) kde pro odpor Rp je vysledny odpor paralelné fazenych od-
pori R; a R,. Na obrazku 6.2 je obvod s fizenym zdrojem proudu pro ktery
plati I = y91U;. Napétim Fizeny zdroj proudu s admitanci yso pfedstavuje li-
nearni model tranzistoru. Pro vypocty z praktického hlediska, 1ze v daném pii-
padé zanedbat vliv Rp a parametru yi; tranzistoru na kmitocet a na podminku
vzniku oscilaci. Toto zjednoduseni velmi usnadni dal$i vypocty. Pro zjednodu-
Seni zapisu rovnic nahradime paralelni spojeni y22 a (3 jedinou vodivosti G.
Plati G = 199 + G3. Parametry yo; a 199 tranzistoru budou jen redlna dcisla.
Sestavime admitanéni matici obvodu Y. Ta je souctem admitancéni matice pa-
sivnich prvka Y; a matice fizeného zdroje Y. Pro oznacené uzly obvodu a
zvoleny referencni uzel plati

pC1 + 4 - .
Yl _ 1 . pL plL Y2 _ < 0,. O )
— 3L pCy + or+ G Y215 Y22

pC1 + S —r
Y= 1 o pf kde G =G3+y2
—3r Ty21; pCo+ o +G

1Pro popis obvodovych veli¢in totiz zde zasadné pouzivame Laplaceovy obrazy proudi a
napéti, jakozto univerzalniho popisu jejich ¢asové zavislosti.
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Obrazek 6.1: Colpittstv oscilator a jeho ekvivalentni schéma pro st¥idavy signal.
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Obrazek 6.2: Ekvivalentni schéma pro vypocty.
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Vypocteme determinant admitanéni matice Y. Podminky vzniku oscilaci uréime
z rovnice (6.2). Dostaneme rovnici

Clchps + LCle2 + (Cl + Cz)p + Y21 + G=0 (64)
Pro vypocet dosadime za p = jw
—jCngst — LCle2 +](C1 + CQ)CU + yo1 + G=0

Rovnice je komplexni, proto fesime soustavu dvou rovnic tj. rovnici pro redlnou
Cast a pro imaginarni ¢ast. Nejprve z rovnice pro imaginarni ¢ast vypocteme
oscila¢ni kmitocet.

Im (detY =0) — —0,C5Lw? + (C14+Cw=0

jedno feseni je w = 0, coz je fyzikalné nevyznamné. Nenulové Feseni je

o — Ch+ Oy
"V LC.Cy

Dosazenim pro dané hodnoty vyjde oscilac¢ni kmitocet f,, = 3200 Hz. Z rovnice
pro realnou ¢ast vypocteme admitanéni podminku vzniku oscilaci. Rovnice pro
redlnou ¢ast bude

Re (detY =0) — y21 +G— LC1Gw* =0
Po dosazeni za w = w, vyjde, Ze rovnice je splnéna, pokud plati

Gy
Co G

coz je mezni admitanéni podminka vzniku oscilaci. Pokud plati tato rovnost,

tak v obvodu pravé vzniknou (nebo pravé zaniknou) oscilace. Pro dané hodnoty

vychdzi C1/Cs = 3 a y21 /G = 200. Tedy je zde nerovnost obou pomért. Jak lze

zjistit u dale uvedenych kritérii, tak obvod je nestabilni a kmitat bude, protoze

diky nerovnosti obou poméri je zde rezerva ve vzniku oscilaci.

6.2 Upraveny Schuruv algoritmus

Ptavodni kritérium stability které formuloval roku 1917 némecky matematik I.
Schur [45] je naro¢né na numericky vypocet. Proto se nékdy uzivd upraveny
algoritmus na principu rozvoje v Fetézovy zlomek. Rovnice (6.3) popisuje stabilni
obvod tehdy, kdyz v komplexni roviné o soufadnych osach ¢ a jw vSechny jeji
kofeny lezi v levé poloroviné mimo osu jw. Takovy mnohoclen F'(p) se pak
nazyva striktni Hurwitziv polynom. Z definice striktniho Hurwitzova polynomu
plynou jisté vlastnosti jeho koeficienti. Podle nich je mozno uz na pohled zjistit,
zda polynom muze byt Hurwitztv:

1. Je-li polynom F'(p) striktnim Hurwitzovym polynomem, zadny z koefici-
entd a; neni nulovy, nebo zaporny. Pokud jsou a; kladné, jesté to nezna-
mena, ze je to Hurwitziv polynom, protoze kofeny polynomu mohou byt
také komplexné sdruzené a zrcadlové soumérné podle osy jw.
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2. Polynom jehoZ kofeny lezi jen na ose jw mé kazdy druhy koeficient a;
nulovy. Takovy polynom neni striktnim Hurwitzovym polynomem.

Kritérium stability vychazi z téchto vlastnosti polynomu a zni:

1. Podil sudé a liché ¢asti polynomu F'(p) 1ze rozvést v Fetézovy zlomek. Suda
¢ast jsou cleny se sudymi mocninami p, lichd ¢ast jsou ¢leny s lichymi
mocninami p. V Citateli zlomku je vzdy ¢ast s nejvyssi mocninou p.

2. Je-li pocet konstant ziskanych rozvojem roven nejvyssimu stupni poly-
nomu n, pak pocet kladnych konstant je poctem kofent v levé poloroving,
pocet zapornych konstant je poctem kofenti v pravé poloroviné.

3. Je-li rozvoj v Tetézovy zlomek pfedcasné ukoncen tj. pocet konstant je
mensi nez n, pak kofeny posledniho délitele obsahuji zbyvajici kofeny po-
lynomu F(p).

(a) Jednoduché (nendsobné) kofeny na ose jw. Obvod je pak na mezi
stability.

(b) Dvojice redlnych kofend soumeérnych dle poc¢atku. Obvod je nesta-
bilni.

(c) Ctvefice komplexné sdruzenych kofenti soumérnych zrcadlové podle
osy jw. Obvod je nestabilni.

(d) Néasobné kofeny na ose jw. Obvod je nestabilni.

Rozvoj v fetézovy zlomek se provadi tak, ze sefazené polynomy od nejvyssi moc-

niny délime v jednom kroku a v néasledujicim kroku délime délitele z ptedchoziho
kroku zbytkem po déleni z pfedchoziho kroku a postup opakujeme.

6.2.1 Priklady

ZAaporné realné kotfeny. Pro dany polynom F(p) = p*+6p3+13p> +14p+6
rozhodnout zda je obvod stabilni nebo ne.

Rozvijime v fetézovy zlomek podil (p* + 13p? + 6)/(6p> + 14p). Dostaneme
postupné

1
(p* + 13p% 4 6) : (6p° + 14p) = P

Zbytek po déleni je (32/3)p? + 6. Dalsi krok je

32 18
3P +6) = 327

zbytek po déleni je (85/8)p. Dalsi krok je

(6p° + 14p) : (

32, 85 256
246 —=p=22
(3p+) gD = 5eeP
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Zbytek po déleni je 6. Dalsi krok je

85 8
R

Zbytek po déleni je nula a tedy je rozvoj v Fetézovy zlomek ukoncen. Po rozvoji

byly ziskdny celkem 4 kladné konstanty a stupeti polynomu F(p) je 4. Polynom

F(p) popisuje stabilni obvod, protoze vSechny jeho kofeny lezi v levé poloroviné.

Polynom F(p) lze zapsat v tento fetézovy zlomek

1 1
F(p):*p'*‘lg—l
O wmPtamer
a8 P

Komplexné& sdruzené koreny. Pro dany polynom F(p) = p® + 2p* + 3p® +
6p® + 4p + 8 rozhodnout zda je obvod stabilni nebo ne.
Rozvijime v fetézovy zlomek podil (p°+3p®+4p)/(2p* +6p*+8). Dostaneme

1
(p° + 3p° + 4p) : (2p* + 6p* +8) = 3P

Zbytek po déleni je nulovy a tedy rozvoj je jiz pfedcasné ukoncen, protoze
stupeni F(p) je 5. Dale hleddme nulové body polynomu 2p* + 6p? + 8. Polynom
1ze rozlozit na soucin dvou kvadratickych polynomu a pak zjistit jejich kofeny.

2w+ 6p2 +8=2(p> —p+2) (P> +p+2)
Nulové body jsou

1 VT 1 VT
=441 ey A
P12 5 J D) P34 ) J 9
Je to tedy Ctvefice kofentt komplexné sdruzenych a zrcadlové soumérnych dle

osy jw. Polynom F(p) popisuje obvod nestabilni.

Podminéna stabilita. Pro obvod na obrazku 6.2 se ma rozhodnout kdy je
obvod stabilni tj. kdy nenastanou oscilace.

Vyuzijeme pro funkci F(p) polynom vypocéteny pro tento obvod v ttvodnim
prikladu na vyuziti admitanéni matice.

F(p) = C1C2Lp* + LC1Gp* + (C1 + Co)p + y21 + G

V fetézovy zlomek rozvijime podil lichd ¢ast / sudd ¢ast polynomu F'(p). Do-
staneme

C
[P*C1CoL +p(Cr + Co)] : (PLCIG + Gt yn) = 57

LC1G?
2LOYG + G+ ya) i p(Ch — 22y = 27
(p 1 y21) 1 p(Ch 275 ) GOy — 02y2117
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C1G = Cayan

Y21
O — Oy 22 (o + Q) = 27— 2921
p(Cr = Co75)  (yn +G) GG +yon) ¥

Konstanty ziskané délenim budou kladné kdyz C1G — Cyys; > 0. Stupen po-
lynomu F(p) je 3, konstanty ziskané délenim jsou 3 a soustava je stabilni a
nekmitd kdyz je splnéna podminka

Cy Y21
G~ G

6.3 Hurwitzovo kritérium

Kritérium publikoval v roce 1895 némecky matematik A. Hurwitz [46]. V roce
1877 publikoval anglicky matematik E.J.Routh [47] obdobné kritérium stability.
Routhovo i Hurwitzovo kritérium vyjadiuji v zasadé totéz, maji pouze rozdilnou
formulaci. Proto se nékdy uvedené kritérium oznacuje jako Routh - Hurwitzovo.

Charakteristicky polynom F(p) definovany vztahem (6.3) popisuje chovani
elektrického obvodu. Z koeficientd a;, ¢ = 0 - - n, sestavime urcitym zptisobem
matici R n tého fadu tak, ze v hlavni diagonale jsou prvky Ri; = a1, Res = as
az Ry, = a,. V kazdém fadku jsou pak doplnény zbyvajici koeficienty a; tak, ze
maji indexy usporadany sestupné a zbyvajici prvky matice R se doplni nulami.
Pak se vypocitaji hlavni subdeterminanty matice R fadu 1 az n. Hurwitzovo
kritérium stability zni:

Elektricky obvod je stabilni, kdyz vsechny hlavni subdeterminanty
matice R jsou kladné.

Napiiklad pro polynom F(p) = azp® + asp? + a1p + ag bude matice R

ai; ag; O
R=| a3 a2 a
0; 0; as

a odpovidajici subdeterminanty budou

ai; ap; 0
detR3 = | a3; as; a1
0; 0; ag

ai; 4o

det R1 = a1 det R2 = as;  as

6.3.1 Priklad

Podminéna stabilita. Pro obvod na obrazku 6.2 z Gvodniho piikladu se
maé rozhodnout na zakladé Hurwitzova kritéria, kdy je obvod stabilni tj. kdy
nenastanou oscilace.

Vyjde se z determinantu admitan¢ni matice, upraveného na polynom

F(p) = C102Lp* + LC1Gp* + (C1 + Co)p + y21 + G
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Obrazek 6.3: Odvozeni Nyquistova kritéria stability.

7Z koeficientti polynomu se sestavi Hurwitzova matice

C1+Co; G+ yor; 0
R= CngL; LClG; Cl + 02
0; 0; C1CyL

Vypocitaji se prislusné hlavni subdeterminanty a ty musi byt kladné, aby obvod
byl stabilni. det Ry = C7 + C5 > 0 to je splnéno vzdy.

Ci+0Cy GH+yn

detRe =1 o o1 LG

= LCl(GCl — yglcg) >0

To bude splnéno kdyz plati GCy — y21Cs > 0.

C1+Co; G+ yor; 0
det R3 = ClC’gL; LClG, Cl + CQ = 01C2L det R2 >0
0; 0; C1CsL

det R3 byl ziskan rozvojem podle 3. fddku. Podminka bude splnéna kdyz bude
splnéno det Ry > 0, coz bude kdyz

Cr _ ya

Cs G

a obvod bude stabilni a nebude kmitat.

6.4 Nyquistovo kritérium

Toto kritérium formuloval roku 1932 $védsky elektrotechnik H. Nyquist [48].
Kritérium je pouzitelné pro obvody se zpétnou vazbou coz jsou napiiklad osci-
latory, zesilovace, regulatory. Odvozeni vychézi z obecného blokového schématu
obvodu se zpétnou vazbou na obrazku 6.3. Zde Hj oznacuje blok se zesilovacim
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prvkem, (8 je blok s pasivnim obvodem oznaCovany jako zpétnovazebni ¢len, +
oznacuje scitaci uzel, neni to jen prosté vodivé propojeni vodict. Uy je vstupni
napéti, Us je vystupni napéti. Zpétnovazebni ¢len privadi jistou ¢ast vystupniho
napéti zpét na vstup zesilovace. Pro s¢itaci uzel a pro zesileni zesilovaciho prvku
Hj a pro prenos zpétnovazebniho ¢lenu 3 jsou definovany vztahy

Us=Uy+ U, Us = HyU> U, = U3 (65)
Pak pro vystupni napéti Us lze z uvedenych vztaht odvodit
Us = Ho(Up + U1) = Ho(Up + BUs) (6.6)
Ze vztahu (6.6) plyne
HO HO
Us = ———Uy = HU, kd H=—n— 6.7
3 1= BH, 0 0 € 1— GH, (6.7)

Vztah (6.7) se nazyva Blackliv vztah, publikoval roku 1934 americky elektro-
technik H.S. Black [49] pro zesilovaé¢ se zpétnou vazbou. H je celkové zesileni
obvodu se zpétnou vazbou. Ve vztahu (6.7) ve jmenovateli mize byt plus nebo
minus podle toho zda je zaveden s¢itaci nebo rozdilovy ¢len na vstupu, coz
je dano zvyklostmi aplika¢niho oboru (regulacni technika, sdélovaci technika).
Podle pusobeni § pak celkové zesileni H muze nabyvat rtiznych hodnot. Defi-
nuje se, ze pokud zpétna vazba pusobi tak, Ze zpétnovazebni signil zmensuje
vystupni veli¢inu zesilovace, jde o zpétnou vazbu zapornou, pokud pusobi tak,
Ze zpétnovazebni signal podporuje vznik vystupni veli¢iny jde o zpétnou vazbu
kladnou. Z toho plyne, ze pokud plati H < Hj tak jde o zpétnou vazbu zapor-
nou, pokud plati, ze H > Hj jde o zpétnou vazbu kladnou. Pfi kladné zpétné
vazbé mulze nastat stav, ze plati

1—BHy =0 (6.8)

jde o mez nestability a takzvanou obecnou podminku vzniku oscilaci. Zde, jak
plyne ze vztahu (6.7), je pro nulové Uy na vstupu, nenulové Uz na vystupu,
coz znamena, ze se v obvodu mohou trvale udrzet netlumené kmity i kdyz je
buzeni obvodu na vstupu nulové. Rovnice (6.8) je obecné komplexni, protoze
zpétnovazebni ¢len S obsahuje impedance, pfipadné i Hy mutze byt komplexni.
Proto se rovnice (6.8) fesi jako soustava dvou rovnic pro proménnou p = jw

Re(1— BHy=0) Im(1— BH, =0) (6.9)

Zpravidla se nejprve z rovnice pro imaginarni ¢ast vypocita oscilac¢ni kmitocet w
a pak po jeho dosazeni se Tesi rovnice pro realnou ¢ast, ze které plyne amplitu-
dova podminka vzniku oscilaci. Dle rovnic (6.9) lze také formulovat podminky
vzniku oscilaci, ze celkovy fazovy posun signalu musi byt nulovy tj. fazovy po-
sun zpétnovazebniho ¢lenu se pravé kompenzuje fazovym posunem zesilovaciho
¢lenu a zesileni zesilovaciho prvku musi pravé kompenzovat atlum zpétnovazeb-
niho ¢lenu (Hy = 1/5).

Vyraz 1 — BHy se oznacuje jako vratny rozdil F, a vyraz SH, se oznacuje
jako pfenos rozpojené smycky zpétné vazby. Vyneseme-li do komplexni roviny
vyraz SHy pro kmitocet p = jw jako parametr, ziskdme Nyquisttiv diagram
podle kterého lze posoudit stabilitu obvodu. Nyquistovo kritérium stability zni
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Im Im
A A
Wr/ Re Re
—1 1 9 1
a) b)
Im .
d Re
~0,5 1
c) %

Obrazek 6.4: Rizné pripady Nyquistovych diagrami.

Obepina-li v komplexni roviné graf funkce 5 Hy bod 1 na redlné ose je
obvod nestabilni. Prochéazi-li timto bodem je obvod na mezi stability.
Neobepina-li tento bod je obvod stabilni.

Nyquistovo kritérium je vlastné jen grafickym vyjadfenim rovnice (6.8). Vy-
hoda Nyquistova diagramu je v nazornosti a v tom, ze poskytuje i kvantitativni
informace o stabilité, nevyhoda je v naro¢nosti na numericky vypocet.

Pro rizné hodnoty parametrti 1ze ziskat rtizné typy Nyquistovych diagramt
znézornénych na obrazku 6.4. Pro obvod na mezi stability jsou splnény pod-
minky vzniku oscilaci. Tomu odpovidajici Nyquistiv diagram je na obrazku
6.4a). K¥ivka prochézi bodem 1 na realné ose. Na kiivce je vyznacen oscila¢ni
kmitocet pro parametr kiivky w, = 1. Na obrazku 6.4b) je kfivka nestabilniho
obvodu. Obvod se chova jako oscilator. Kiivka obepind bod 1 na redlné ose.
Tteti pfipad je na obrazku 6.4c). Jedna se o Nyquistiv diagram stabilniho ob-
vodu. Bod 1 na realné ose lezi vpravo od kiivky. Obvod nekmitd a mohl by
to byt tfeba diagram zesilovace. Pro kvantitativni posuzovani stability se defi-
nuji pojmy jako fazova bezpefnost ® a amplitudova bezpecnost B, které jsou
vyznadeny na obrazku 6.4c). Uhel @ je tihel mezi redlnou osou a priisecikem
Nyquistovy kiivky s jednotkovou kruznici o poloméru |3Hy| = 1, a B je velikost
1/|8Hy| pfi kmitoétu kdy Nyquistova kiivka protne redlnou osu.
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6.4.1 Priklad

Rozbor podminéné stabilniho obvodu. Pro obvod na obrazku 6.2 stano-
vime podminky vzniku oscilaci a sestavime Nyquistovy diagramy pro podminky
kdy je obvod stabilni, na mezi stability a nestabilni.

Pro feseni je vhodné prekreslit zapojeni z obrazku 6.2 podle schématu 6.3.
Dostaneme tak schéma na obrazku 6.5a). Zesilovaé je zde zndzornén fizenym
zdrojem s vodivosti G a zpétnovazebni pasivni Clen je pfipojen paralelné k to-
muto zdroji. Pro proud I fizeného zdroje plati definice I = y21U;, Pro vlastni
vypocet je potfeba obecné rozpojit zpétnou vazbu v takovém misté, aby tim ne-
byla ovlivnéna zadna obvodova veli¢ina. To je mozné urcité vzdy v misté nazna-
¢eném carkované. Je to pravé mezi vstupni a vystupni branou fizeného zdroje.
Je to mozné proto, ze vazba mezi napétim U; na vstupu fizeného zdroje a mezi
proudem [ na vystupu rizeného zdroje je Cisté matematickd a neni zprostfed-
kovana zaddnym jinym obvodovym prvkem a spolecnym spojovacim vodicem v
daném misté netece proud. Dostaneme tak schéma na obrazku 6.5b).

V tomto schématu je potfeba vypocitat napéti U;. Obvod lze Fesit metodou
uzlovych napéti. Dostaneme soustavu rovnic

G+pCotor;  —f Uy \ _( -1
—p%; pC1+p% U1 0

kde I = y91U;. Podle definice plati I = HoU; a tedy Hg = yo1. Plati také Uy =
BI. ReSenim soustavy rovnic vypoéitame U;. Potom pro 3 plati po dosazeni za
Uy

U -1

I LOCop3 4+ GCiLp? + (C1 + Co)p+ G

b=
Dosadime do rovnice 1 — SHy = 0 za Hy a 8 a dostaneme

LC1Cop® + GCLLp* 4+ (C1 + Co)p+ G+ y21 =0
Po dosazeni za p = jw dostaneme rovnici

—jLCCow® — GO1Lw? 4+ §(CL 4+ Co)w + G + 921 =0 (6.10)
Resenfm imaginarni ¢4sti rovnice (6.10) dostaneme rovnici pro kmitodet oscilaci

—LC1Cow® + (C1 + Co)w =0

Reseni w = 0 neuvazujeme (to je pro stejnosmérné veli¢iny). Nenulovy kmitocet
je pro

W — [C1 + Co
" LClCQ
Z redlné ¢asti rovnice (6.10) dostaneme rovnici

—GCleQ + G+ Y21 =0
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Obrazek 6.5: Pfiklad na Nyquistovo kritérium stability.
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a po dosazeni za w = w, dostaneme z této rovnice amplitudovou podminku pro
vznik oscilaci

G _yn
Co G
Pro sestrojeni Nyquistova diagramu je potfeba nejprve vypocitat soucin
BHy. 7 jiz vypoctenych vztahi dostaneme

ﬂH _ —Y21
07 LC1Cap® + GC1Lp? + (Cy + Co)p+ G

po dosazeni za p = jw a rozdéleni na redlnou a imaginarni ¢ast dostaneme
w?’LC1Gya1 — yn G
(—w2LC1G + G)? + [~w3LC1Cy + w(Cy + Cy))?

Re(SHo) = (6.11)

3
Tm(BHy) = wy21(012+ C3) —w’LC 1 Cayan i (6.12)
(—szch + G) + [—w3LC’1C'2 + OJ(C1 + Cg)]

Vypoctené hodnoty rovnic (6.11) a (6.12) pro rtizné hodnoty parametru w
vytvori kfivku v komplexni roviné. Pro hodnoty ze zadani Gvodniho ptfikladu
L =33 mH, C; = 300 nF, Cy = 100 nF, 45, = 0,1 S, G =5-10~* S vychazeji
koeficienty rovnic (6.11) a (6.12) jako extrémné mala ¢isla, coz je pravé cCasty
pfipad pro praktické hodnoty soudéstek. Pak mohou i hodnoty vyrazt (6.11)
a (6.12) vychazet jako extrémné mald ¢i velka Cisla a mize dojit pti takovych
vypoctech k potizim s vhodnym zobrazenim grafu ¢i vypoctu hodnot. Proto je
vhodné upravit koeficienty tak, aby vysledky vychazely v oblasti pfiméfenych
malych ¢isel pfi zachovani kvalitativniho charakteru diagramu. K tomu je mozné
pouzit metodu kmitoc¢tového a impedanéniho normovéani, které prevede piivodni
hodnoty obvodovych prvkt na vhodnou velikost. Zvolime normaliza¢ni hodnotu
odporu Ry = 2000 € (pfevratnd hodnota G), a normaliza¢ni kmitocet fy =
3200 Hz (kmitocet oscilaci). Vypocteme normované hodnoty obvodovych prvki
dle vztaht:

o 27Tf0L

g = GRO l R Cc = RoCQﬂ'fo }/21 = y21R0 (613)
0
zde Y51 oznacuje normovanou hodnotu y9;. Pak dostaneme
g=1 1=0,33 ¢ =12 =14 Y51 = 200 (6.14)

Po dosazeni normovanych hodnot do (6.11) a (6.12) dostaneme:

792w? — 200

Re(BHy) = (1 — 4w?)2 + (16w — 16w?3)2

(6.15)

3200w — 3160w3

Im(BHy) = (1 — 4w?)2? + (16w — 16w3)?

(6.16)

Nyquistiv diagram vypocteny pro rizné hodnoty w je na obrazku 6.6. Na kiivce
je vyznacen i oscila¢ni kmitocet w,., ktery ma normovanou hodnotu rovnu jedné.
Pro vykresleni diagramu jsou pouzity normované hodnoty w = 0 az 2.
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Obrazek 6.6: Nyquistav diagram obvodu.

6.5 Michajlovovo - Leonhardovo kritérium

Toto kritérium uvefejnil roku 1938 A.V. Michajlov [50] a pozdéji ho zdokona-
lil roku 1944 A. Leonhard [51]. Pro charakteristicky polynom F(p) se sleduje
celkové zména thlu kterou opiSe bod na k¥ivce F(p) v komplexni roviné pro
proménnou p = jw pro hodnoty kmito¢tt w od nuly do nekonecna. Podle Mi-
chajlovova - Leonhardova pravidla je obvod stabilni tehdy, kdyz celkova zména
tohoto thlu je rovna Ay = nw/2, kde n je nejvyssi stupenn polynomu F(p).
Je-li tato zména mensi neZ nn/2 je obvod nestabilni. V komplexni roviné vy-
nasime na redlnou osu ReF'(jw), na imagindrni osu vynasime ImF'(jw). Pravidlo
lze formulovat také tak, ze obvod je stabilni je-li pocet priichodi kiivky F'(jw)
kvadranty roven n. Je-li mensi je obvod nestabilni. Prichod poc¢atkem soutadnic
se nepocita.
Polynom F'(p) lze zapsat pomoci kofent p; jako

1

F(p) = anpn + anflpn7 Trrao = (p - pn)(p _pnfl) e (p - pl) (617)

kde p; = 0; + jw;. Jednotlivé soudiny v zavorkach vztahu (6.17)a) predstavuji
komplexni ¢isla a pfi uziti exponencidlniho zépisu komplexniho ¢isla plati

F(p) = Apn--- Avexp(pn + - ¢1) (6.18)

kde A; jsou velikosti a ¢; jsou thly komplexnich ¢isel.

Polynom F(p) mtize mit kofeny rozloZené uréitym zptsobem. Pro kofeny p;
lezici v oteviené levé poloroving, coz je napriklad kofen p; = oy na obrazku
6.7. Pokud se kmitocet w bude ménit od nuly do nekonecna, tak se thel ¢ bude
ménit od nuly do 7/2. a tedy celkova zména thlu je Ay = 7/2, coz lze zapsat
pro p = jw jako

w 7r T
jw = arctan — Aoy =—-—-0=—
(o1 +jw) ©1 o =5 3
Pripad komplexné sdruzenych kofent po = 02 + jwz a p5 = 02 — jws lezicich v
otevfené levé poloroviné je na obrazku 6.7b). Pro P, bude platit

w—w T
2 Apy =5 —(-a)
g9 2

(02 4 j(w — w2)) 9 = arctan
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Obrazek 6.7: Odvozeni Michajlovova - Leonhardova kritéria stability.

Kde —a je thel pro nulovy kmitocet. Pro P; bude platit

=+ wo s
Aph == —
g9 vz 2 @

. * w
(o2 + j(w+ w2)) 5 = arctan

Celkovy prispévek zmény tthlu od dvojice komplexné sdruzenych kotfent je tedy

Appr = Apa + A =

Na obrézku 6.7c) je pfipad kofent ps = o3 a py = —o3 zrcadlové soumérnych
podle imaginarni osy. Pro p3 plati
w T T
(o3 + jw) 3 = arctan — Aps=——0=—
g3 2 2

Pro p4 plati

(—o3 + jw) Y3 = —arctanai3 Aps = —g -0= —g

Appz s = Ap3 + Apy =0

Celkovy prispévek zmény thlu od kofent p3 a py je tedy nulovy. Lze tedy fici,
ze prispévky zmén thli od kofent lezicich v pravé poloroviné se odecitaji od
prispévku kofent lezicich v levé poloroviné. Na obrazku 6.7c) je naznacen kofen
Po = jwo na imaginarni ose. Pro néj plati, ze

. W — Wo ™ v

J(w —wo) po = arctan T =3 pro vSechny w
a tedy celkovd zména thlu je Apg = 7/2 — 7/2 = 0. Kofeny na imaginarni ose
tedy k celkové zméné thlu nepfispivaji. Z tohoto rozboru je zfejmé, ze pokud je
n kofenti vlevo od imagindrni osy je celkovad zména thlu nw/2. Pokud nékteré
kofeny lezi na imaginarni ose nebo vpravo, tak tato zména je mensi nez nw/2.

Na obrazku 6.8 jsou uvedeny rtzné piipady jak mtze vypadat kiivka v v

ptipadé Michajlovova - Leonhardova kritéria. Pokud bychom uvazovali napii-
klad rovnici t¥etiho f4du n = 3 tak na obrazku 6.8a) je kfivka kterd prochazi
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Obréazek 6.8: Rizné pripady kfivek na Michajlovovo - Leonhardovo kritérium
stability.

jen dvéma kvadranty a pocatkem soufadnic obvod je na mezi stability. Cel-
kova zmeéna thlu « je jen 7 pii zménach kmitoétu od nuly do nekoneéna. Je
zde vyznacen bod na kfivce odpovidajici oscilaénimu kmito¢tu w,. Na obrazku
6.8b) je kiivka kterd patii nestabilnimu obvodu. Jde tedy o oscildtor. Celkova
zména Uhlu je mensi nez w. Na obrazku 6.8c) je pfipad kdy kiivka prochézi
tfemi kvadranty a obvod je stabilni, nekmita. Kfivka mize popisovat zesilovac.
Celkova zména thlu je 37/2. Je zde také vyznacen thel «, ktery opisuje bod na
kiivce pti postupné zméné kmitoctu od nuly do nekonecéna.

6.5.1 Priklad

Rozbor podminéné stabilniho obvodu. Pro obvod na obrazku 6.2 sta-
novte kdy je obvod stabilni, na mezi stability a nestabilni na zédkladé Michajlo-
vova - Leonhardova kritéria.

Pro urceni vhodné funkce F'(p) vyuZijeme polynomu z rovnice (6.4).

F(p) = C1CoLp® + LC1Gp* + (C1 + Co)p+ y21 + G
Dosadime za p = jw

F(jw) = —jC1CoLw® — LC1Gw? 4 j(C1 + Co)w + o1 + G
Pro nakresleni grafu rozdélime F'(jw) na redlnou a imaginarni ¢ast.

Re F(jw) = yo1 + G — LC1Gw?

Im F(jw) = (C1 + Ca)w — C1Ca Lw® (6.19)

Obdobné i zde je pro zobrazeni grafu vhodné s ohledem na vypoéty pouzit
normované hodnoty obvodovych prvkd vypoctené v piikladu na Nyquistovo
kritérium. Dostaneme tak

Re F(jw) = 201 — 4w?
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Obrazek 6.9: Vysledna kiivka obvodu.

Im F(jw) = 16w — 16w* (6.20)

Pro hodnoty normovaného kmitoc¢tu w = 0 az 1,2 je vykreslena kfivka na ob-
razku 6.9

6.6 Imitandéni kritérium

Imitanéni kritérium je zalozeno na myslence, ze libovolny oscilator 1ze rozlozit
na dva dvojpdly dle obrézku 6.10a). Dvojpdl P pfedstavuje pasivni ¢ast ob-
vodu tj. ztratovy rezonan¢ni obvod a dvojpdl A obsahuje zbytek obvodu tzv.
aktivni dvojpél. Ukolem aktivniho dvojpdlu je kompenzovat ztraty vznikajici
v dvojpélu P, ¢ili dodévat energii skutecnému rezonanénimu obvodu aby mohl
kmitat. Podle toho zda se jedna o sériovy nebo paralelni kmitavy obvod lze
rozlozit dvojpdly P a A na pfipady zndzornéné na obrazcich 6.10b) a 6.10c).
Rozlisuji se tzv. mezni a pocateéni podminky vzniku oscilaci. Poc¢atecni pod-
minky jsou v obvodu v okamziku pripojeni napajeciho zdroje k obvodu. Mezni
podminky jsou takové, které charakterizuji ustaleny periodicky stav kmitajiciho
oscilatoru.

V ptipadé obrazku 6.10b) lze mezni podminky pro sériovy kmitavy obvod
zapsat jako

Z(jwr) =0 (6.21)

kde Z(jw,) je ekvivalentni impedance smycky p¥i kmitoc¢tu oscilaci w,.. Tuto
rovnici pro komplexni impedanci 1ze rozlozit na dvé rovnice pro redlnou a ima-
gindrni ¢ast impedance jako

Ry + Rpe(wyr) =0 (6.22)

1
Wy CO

WTLO - + Xne(wr) = XO + Xne(wr) =0 (623)
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Obrazek 6.10: Princip imitanéniho kritéria.

kde parametry Rye(w,) a Xpe(w;) jsou ekvivalentni parametry aktivniho dvoj-
pélu prislusné ustalenému periodickému stavu, které zavisi na w a amplitudé
oscilaci. Poc¢atecni podminky oscilaci 1ze vyjadrit jako

Ry + Ry(w) <0 (6.24)
Xo(w) + Xo(w) =0 (6.25)

kde index n oznacuje pocatecni hodnoty ekvivalentnich parametrti. Nerovnost
(6.24) znamen4, Ze na poc¢atku vzniku oscilaci pfevldda v obvodu zéporny odpor,
ten zplisobi rozkmitani a pak se podminky v aktivnim obvodu méni dynamicky
tak, Ze hodnota odporu zvysSuje az do dosaZeni rovnosti (6.22), coZz znamen4
periodicky se ménici ustaleny stav. Pfevladnout hodnota ztratového odporu
nemuZe, protoZze to by znamenalo zénik netlumenych kmiti. Z rovnice (6.23)
se stanovuje kmitodet oscilaci w, a z rovnice (6.22) se uréuje pot¥ebny zdporny
odpor aktivniho prvku pro udrzeni netlumenych kmitt. Rovnice (6.23) je tzv.
fazova podminka vzniku oscilaci tj. ze celkovy fazovy posun v obvodu musi byt
nulovy, a rovnice (6.22) je tzv. amplitudovd podminka vzniku oscilaci, tj. Ze
celkové zesileni v obvodu musi byt nulové.

Pro paraleln{ rezonan¢ni obvod a schéma na obrézku 6.10c) lze analogicky
napsat rovnici pro oscilace

Y (jw,) = 0 (6.26)
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Obrazek 6.11: Charakteristiky soucastek se zapornym diferencidlnim odporem.
Je vyznacen klidovy pracovni bod P a polohy piimek se zapornym diferencialnim
odporem.

kde Y (jw,) je celkovd admitance obvodu na kmitoétu w, mezi svorkami. Tuto
rovnici 1ze rozepsat pro redlnou a imaginarni ¢ast jako

G+ Grolwr) = 0 (6.27)
1
WT'CO - + Bne(wr) - BO + Bne(wr) =0 (628)
wrLo

Pocatecni podminky vzniku oscilaci lze pak vyjadrit jako
Go+ Gu(w) <0 (6.29)
By + By(w) =0 (6.30)

Imitanéni metoda je vyhodna tam, kde v ndhradni impedanci Z,, aktivni ¢asti
obvodu prevlada zaporny odpor a pasivni ¢ast P obsahuje vsechny prvky rezona-
néniho obvodu. Prakticky lze pouzit imitanéni metodu na oscilatory obsahujici
prvek ktery mé na své voltampérové charakteristice oblast se zapornym dife-
rencidlnim odporem. Teoreticky je mozno nahlizet i na jiné oscilatory, tieba
zpétnovazebni, z pohledu imitanc¢niho kritéria, ale rozbor by byl velmi slozity a
neprakticky.

Voltampérové charakteristiky soucastek se zapornym diferencidlnim odpo-
rem lze rozdélit na dva typy. Charakteristika typu N (pfipomina pismeno N)
viz obr. 6.11a) a charakteristiku typu S (pfipomind pismeno S) viz obr. 6.11b).
Charakteristiku typu N méa napftiklad tunelova dioda, tetroda. Charakteristiku
typu S ma napiiklad jednoptfechodovy tranzistor (UJT), diac, tyristor, triac,
termistor, doutnavka. Také existuji rtiznd zapojeni s tranzistory, kterd maji
charakteristiku N nebo S. Na obrazku 6.11 smérnice teCny v pracovnim bodé
P urcuje hodnotu zaporného diferencidlniho odporu Rq. Smérnice primky Rge
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prochézejici pracovnim bodem P oznacuje tzv. ekvivalentni diferencialni odpor
Rge, definovany vztahem

Ul m

Rye = =2
d Ilm

(6.31)
kde Uy a Iy jsou amplitudy zékladni harmonické oscilaci. Velikosti ampli-
tud oscilaci jsou pravé omezeny ostrymi ohyby charakteristik - za nimi se totiz
méni hodnota diferencidlniho odporu v daném bodé tecny k charakteristice ze
zaporné na kladnou. Pfi poc¢atku vzniku oscilaci jsou amplitudy kmit malé a
tedy polohy obou piimek splyvaji Rq. se prilis nelisi od R4. Pti dosazeni ohybi
na charakteristikach, ¢i jejich prekroceni jsou rozdily Rqe a Rq vetsi.

U soucastek s charakteristikou N se pfi rozkmitani obvodu hodnota Rge
snizuje, protoZe dle obrazku 6.11a) plati

Rye < Ry (6.32)

Rye je tedy zapornéjsi nez Rq. Z rovnic (6.27) a (6.29) pro paralelni obvod plyne,
ze

Gy < Gpe = Ry > Rpe (6.33)

coz odpovida kvalitativné rovnici (6.32) a tedy soucéastka s charakteristikou
N miuzZe rozkmitat jen paralelni rezonancéni obvod. Principidlni zapojeni je na
obréazku 6.12a).

U soucastek s charakteristikou S se pfi rozkmitani obvodu hodnota Rge zvy-
Suje, protoze 6.11b) plati

Rge > Ryq (6.34)

Rye je tedy méné zaporné (kladnéjsi) nez Rq. Z rovnic (6.22) a (6.24) pro sériovy
obvod plyne, ze

Ry < Rpe (6.35)

coz odpovida kvalitativné rovnici (6.34) a tedy soucédstka s charakteristikou
S muze rozkmitat jen sériovy rezonancéni obvod. Principialni zapojeni je na
obrézku 6.12b).

Klidovy pracovni bod P (z hlediska stejnosmérného proudu) na charakteris-
tice musi byt urcen jednoznacné zatézovaci charakteristikou napajeciho zdroje.
Tato zatézovaci charakteristika musi protinat charakteristiku soucastky jen v
jednom bodé, protoze bod P na ¢asti se zapornym R4 je nestabilni a pokud
zatézovaci primka zdroje protind charakteristiku prvku nejen v bodé P ale i
jinych bodech, tak skuteény pracovni bod se premisti do jednoho z téchto bodu
(ty jsou stabilni, protoZe tam je kladny R4) a obvod kmitat nebude. Proto na-
pajeci zdroj pro obvod typu N musi mit charakter napéfového zdroje tj. maly
vnitini odpor. Musi platit R; < |Rq|. Zdroj pro napéjeni obvodu typu S musi
mit charakter proudového zdroje tj. velky vnitini odpor. Musi platit R; > |Rq|.
Proto obvody typu S jsou zpravidla napéjeny ze zdroje vy$siho napéti (desitky
az stovky V) s velkym odporem (desitky az stovky k) v sérii. Kmitocet oscilaci



6.6. IMITANCNI KRITERIUM 259

Lo Co

a) b)

Obrazek 6.12: Principidlni zapojeni typt obvodi N a S a rezonanc¢nich obvodi.

zpravidla nebyva vysoky desitky az stovky kHz. Obvody typu N jsou napajeny
ze zdroje malého napéti (jednotky volti) s malym odporem (jednotky az desitky
Q). Kmitocet oscilaci byva zpravidla vyssi az do stovek MHz. Maximélni do-
sazitelny kmitocet plyne, ale z fyzikalni povahy soucastek. Pt¥iklad praktického
zapojeni oscilatoru se souc¢astkami s charakteristikou N a S je na obrazku 6.13.
Tunelova dioda dfive velmi oblibena se dnes jiz sériové nevyrabi. Divodem je
nutnost pouziti napajeciho zdroje velmi malého napéti cca desetin voltu, rea-
lizovaného zpravidla pomoci odporového délice z malych odport cca desitky a
jednoty ohmt, to ze amplituda a vykon oscilaci jsou malé a soucastka ma malou
odolnost v zédvérném sméru. Amplituda je v oblasti mV, vykon v oblasti mW a
kmitocet oscilaci bez problému stovky MHz.
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Obrazek 6.13: Ptiklad zapojeni oscildtori se zapornym diferencidlnim odporem.
a) s tunelovou diodou, b) s diakem.





