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m  Stochastické (nahodné) signaly jsou uréeny pouze pravdépodobnosti,
Ze v jistém Casovém okamziku dosahnou zadané hodnoty. Zakonitosti,
které urCuji jejich vlastnosti maji statistickou povahu a jsou vySetfovany
pomoci teorie nahodnych procest. Pfikladem takovych signall jsou napr.
tepelna Sumova napéti a proudy vznikajici neusporadanym pohybem ele-
mentarnich nosi¢u proudu ve vodi€ich a v polovodicich.

Pri feSeni mnoha problém0 v elektronice a v mechanice si klademe otazku,
jak vyjadfit chovani systému kombinaci jednoduchych dé&ji. Matematicky to zname-
na, vyjadfit slozitou funkci jako soucet jednoduchych funkci.

3.1 CASOVA ZAVISLOST PERIODICKYCH
SIGNALU
Pfi své analyze se ¢asto omezujeme na periodické funkce, které vyjadfuji nejjed-

nodussi typ elektrickych signali. Casovou zavislost periodického signalu s(t) popi-
sujeme vztahem:

s(t)=s (t+kT), (3.1.1)

kde
k je celé Cislo,
T je perioda opakovani signalu.

opakuje. Zakladnim typem periodického signalu je harmonicky signal.

a) u,(t) = U,.sin(a,1) uy(t) = U,.sinRw,t-n/2) b)) u,(f) = U,.sin(w,1) uy(t) = U,.sin(2m, 1)
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Obr. 3.1.2

Priklad signalu vytvoreného souctem harmonickych signalt o kmitoctech f; a 2f; pri
rizném vzéjemném fazovém posuvu
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Skladani periodickych signali z harmonickych

Obr. 3.1.2 znazorfiuje vytvoreni periodického signalu sou¢tem harmonickych sig-
nald o kmitoctech w4 a m, = 2.

Harmonicka

B Signal o kmitoctu w4 [rad], pfipadné f; [Hz], budeme nazyvat prvni harmonicka.

B Signal o kmito¢tu w, = 2 . 4 [rad], pfipadné f, = 2 . f; [Hz], budeme nazyvat

druha harmonicka.

B Signal o kmito¢tu o, = n . o [rad], pfipadné f, = n . f; [Hz], budeme nazyvat n-ta

harmonicka.

Pomér amplitud U,/U; prvni a druhé harmonické signalu podle obr. 3.1.2 je 2/3.
Obrazek znéazoriiuje vliv vzajemného fazového posuvu harmonickych signall
na prabéh vysledného signalu.

Obr. 3.1.3 znazorfiuje periodické signaly vzniklé souctem prvni a tfeti harmonic-
ké, pocatecni faze signall jsou shodné, pomeér amplitud na obr. 3.1.3aje U,/U; = 0,1,
na obr. 3.1.3b je pomér amplitud U,/U; = 0,5.

a) u u,(t) = U,.sin(e,f) U=1v b) u u,(t) = U,.sin(w,1) U =1V
V] u,(t) = 0,1U,.sin(3a,t) V] u,(t) = 0,5.U,.sin(3, ) !
1 1 A
[\ /N [\/\ [\/\
o\ [\ . e
NS N VAV VAV
0 2 4 6 g 10 12 0 2 4 6 g 10 12
2nf.t [rad] ——= 2nf.t [rad] ————=
Obr. 3.1.3

Priklad signalu tvoreného souctem harmonickych signal(i o kmitoctech f; a 3 . f;, pocatecéni
faze signalt je shodna, pomér amplitud signald na obr. a,b je rizny

3.2 KMITOCTOVA ZAVISLOST SIGNALU
— SPEKTRALNI ANALYZA
3.2.1 Harmonické signaly
Harmonicky signal s(t) popiSeme rovnici:
S(t) = Spax-Sin(wpt + 0 ) = Spax- Sin(2nfyt +6g ) » (3.2.1a)
pfipadné
S(t) = Spax-€oS(pf + ¢g) = Spax-COS(2nfHt + dg ), (3.2.1b)
kde

Smax j€ maximalni hodnota, amplituda, funkce s(t);
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® je Uhlovy kmitocet [rad/s], o = 2.xf;

t  pribézny ¢as sledovani signalu;

o kruhovy kmitocet signalu [rad],

fo  kmito&et signalu [HZz];

0y pocatecni faze sinusového prabéhu signalu v okamziku t = 0 s;
0y pocatetni faze kosinusového pribéhu signalu v okamziku t =0 s.

Vztahy (3.2.1) obsahuji kromé& proménné, kterou je Cas t, také konstantu f oznacu-
jici kmitocCet a dalSi konstantu 6, pfipadné ¢y, oznacujici pocatecni fazi. Graficke
znazornéni ¢asové zavislosti harmonického signalu je uvedeno na obr. 3.2.1a.
Obr. 3.2.1b a obr. 3.2.1c znazorfiuji kmitoctové zavislosti harmonického signalu. Pro-
toze kmitoCet a faze signalu jsou pfi daném kmito¢tu konstantni veli€iny, jsou na kmi-
toCtoveé ose znazornény Carami.

Pfi znazornéni v ¢asové oblasti ma harmonicky signal ¢asové spojity pribéh
(obr. 3.2.1a), v kmitoCtové oblasti je amplituda harmonického signalu znazornéna
¢arou o amplitudé S« (obr. 3.2.1b), faze je v kmitoctové oblasti znazornéna ¢arou
o velikosti ¢q (obr. 3.2.1¢).

S(t) = Spax-Sin(wgt +6g ) wo = 2nfy =27/T
amplituda faze
s(t) S s P
/ max e[)
Smax [rad]
tls] fy flHz) f,  flHz
o
Casova zavislost kmitoctova zavislost
Obr. 3.2.1

Znazornéni casové a kmitoCtové zavislosti harmonického signalu

POZNAMKA: Vztah (3.2.1a) je mozné upravit do tvaru:
S(t) = Spax-SiN(2ntfyt + 6y ) = Spax-[ SiN(27fyt ).cos 6y + cos (2nfyt ).sin 6y |

Jelikoz je fazovy posuv 6, konstantni velicina, mizeme casti vyrazu s cos6,
a sin6, vynasobené amplitudou S« nahradit konstantou a upravit vztah do tvaru:

s(t) = A.sin(2nfyt )+ B.cos(2nfy.t)

K obdobnému vztahu bychom dosli dpravou rovnice (3.2.1b)

3.2.2 Spektralni analyza periodického signalu

Vime, Ze zvukovy , pfipadné obrazovy, signal se méni nejen s Casem, ale sklada
se z velkého mnozstvi signall o riznych kmito¢tech. Obsah jednotlivych kmito&td
v signalu urcuje vlastnosti zvuku nebo obrazu. Obecné tyto signaly nejsou periodic-
ké a obsahuiji prakticky spojité kmitoCtové spektrum v daném kmitoCtovém rozsahu.
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Z praktického dlivodu je uzite¢né zabyvat se sledovanim periodickych signald,
které je mozné matematicky vyjadrit ve formé rady harmonickych kmito¢td o rdz-
nych amplitudach a pfipadné i fazich.

Rozklad periodického signalu na harmonické slozky

Princip rozkladu neharmonického periodického signalu na harmonické slozky je
znazornén na obr. 3.2.2. Pfirozkladu na harmonické sloZky neziskdme souvislé
kmitoctové spektrum, ale tzv. Carové spektrum kmitoctll, ve kterém prvni ¢ara vyja-
dfuje amplitudu 1. harmonické, druha ¢ara druhé harmonické atd., na ¢asové ose
maji jednotlivé harmonické spojity harmonicky pribéh.

amplituda

Obr. 3.2.2
Princip rozkladu signalu na
harmonické slozky

3.3 URCENIi HARMONICKYCH SLOZEK
PERIODICKEHO SIGNALU

3.3.1 Fourierovy rady

Fourierova transformace je matematicky postup, kte-
ry umoznuje vyjadfit spojitou periodickou funkci po-
moci funkci sinus a kosinus. Periodicky signal
libovolného tvaru mGzeme rozloZit na jednotlivé har-
monické sloZky pomoci Fourierovy fady. Kmitocty har-
monickych sloZek jsou celistvymi nasobky kmitoctu
periodického signalu. Harmonickou slozku, kterd ma
kmito€et signalu, nazyvame 1. harmonicka.

Periodicky signal s(t), ktery ma periodu T mizeme roz-
loZit na stejnosmérnou slozku ag a na fadu sinusovych
a kosinusovych sloZzek pomoci vztahu (3.3.1). Stejno-
smeérna sl'oik,a ao vy!'aodhjjfa' stFedn,i hodnotu signalu Jean Baptiste Joseph Fourier
a u symetrickych signalu vudi nule ma nulovou hodnotu. (1768 ...1830)

s(t) = ag + aj.cos(ayt )+ a,.cos (24t ) +... + a,.cos(nmyt ) +
+ by.sin(ayt )+ by.sin (204t )+ ... + b,.sin[nayt ], (3.3.1)
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kde
W = 2_n = 2if, [rad], je kmitoCet prvni harmonické signalu.

n  je pocet ¢lent pouzitych k vyjadieni funkce s pozadovanou presnosti;

ag Je stejnosmérna slozka signalu;
ay, by jsou koeficienty uréujici amplitudy kosinusovych a sinusovych slozek.

Obecné ma Fourierova fada nekone¢né mnozstvi ¢lend, vyraz pro jeji vypocet
potom je:

s(t)y=ag + i(ak.cos(k.(mt)+ by.sin(k.oqgt)) (3.3.2)
k=1

Koeficienty ag, ax a by uréime pomoci vztahu:

-
ap = %J's(t)dt (vztah pro vypocet stfedni hodnoty signalu) (3.3.3a)
0

;
a = % j s(t).cos (k.ont )dt (3.3.3b)
0

-
by = % [s(t).sin(k.ont )dt (3.3.3¢)
0
Signal s(t) mizeme rozlozit pfimo do jednotlivych harmonickych slozek obsahuji-
cich kromé nasobku kmito¢tu 1. harmonické také amplitudu a fazi.
Protoze, g, = A..cos6, a b, = A..sinb,,

kde
Ay je amplituda k-té harmonické sloZky a

gk je jeji faze, mlzeme vztahy (2.3.3) upravit na tvar:

s(t)=ag +2.) Ac.sin(k.ot + 6y ) (3.3.4)
=

A =+aZ +b?, 6 = arctgg—k (3.3.4a)
k

Pouziti Fourierovy fady si objasnime na prikladu 3.3.1:

Mé&jme periodicky impulzni signal o kmito¢tu 1 kHz (T = 1 ms), ktery je symetricky
vzhledem k nulovému napéti, amplituda signalu je + 5 V (obr. 3.3.7).
B Odvodte a nakreslete pribéhy uvedeného signalu, je-li jeho kmitoctové
pasmo omezeno:
a) do 25. harmonické kmitoc¢tu impulz

b) do 5. harmonické kmitoctu impulz{.
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B Nakreslete jeho spektralni charakteristiku do 25. harmonické zakladniho

kmitoctu.
Hl riz T pro0<t<T/2,U=5V, proT/2<t<T,U=-5V
5 T/2 T
== J.5 cos(2mfy.t )dt + J.( 5)cos(2mf;.t \dt
0 05 10 15 t[ms] e T2
5 J L =% Js sin(@mf.t)dt + J.( 5) sin(2m.f,.t )dt
0 T/2
Obr. 3.3.1

Princip vypoctu koeficientt ay a by pro impulzni pribéh podle obrazku

Reseni:

a) Vypocet koeficientu a,

Impulzni signal ma v intervalu od ¢ = 0 do ¢ = T/2 hodnotu s(f) = +5 V, v intervalu
od T/2 do T hodnotu s(f) =5 V. Pro vypocet koeficientu ag pouzijeme vztah:

1 i3 T T/2 _ T
a0 j5dt+ [ (-5)at |= [5t]0 += [ 5t]T/2—— 5 T [( 5)(7_5)] 0

T/2

Tento vysledek odpovida pfedpokladu, protoze zadana funkce je symetricka ko-
lem nuly a proto ma stejnosmeérna slozka nulovou hodnotu.

b) Vypocet koeficientl a,, a,, ...

/2
2[ | 5CF€(w1t)dt+TL( 5)cRs((mt)dtJ:%.[%.sln(ﬁht)]z/z+

2 [ -5 ]T 5 -5
+—.[] — |- sln t =—0+—0=0
(& )smen] =0T

/2
2 [ -5 T 2(5 2 (-5
+—=-| =—-sln(2mt ] =—|=—0|+=:|=—:0 (=0

T | 204 ( )T/2 T(2m1 ) T(Z(m J
Kdybychom ve vypoctu koeficientll a,, pokracovali, zjistili bychom, ze jsou v§echny
nulové. Podivame-li se na zadany impulzni pribéh, zjistime, Ze se jedna o lichou
funkci, to znamena, Ze se ve zvoleném okamziku t = 0 méni funkce ze zaporné
do kladné hodnoty. Dal$im pfikladem liché funkce je napf. funkce sinus.

Funkce kosinus je suda funkce. VSechny koeficienty u sudé funkce (u kosinu) jsou
v daném pfikladu rovny nule. Nenulové budou koeficienty bk u liché funkce sinus.

/2
a :% { J 5.cRs 2wyt )dt + j( 5)CRS(2031t)dt] 2 [2?01 'Sm(zw)]z/ZJr
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c) Vypocet koeficienta b4, b, b, ...

T/2 T
b =2 [j5sm(m1t)dt+ [ ( 5)cos(c)1t)dt]=% [—% COS(wﬂ‘)}m+

T/2
2 T 45
H= == cos(u)1t):| =—=6,37V
T [ T2 T

Koeficient by ma hodnotu by = 6,37 V, b, = %.5 74
T/2 T T/2
2 2 5
b, = j5sln(2w1t)dt+ [ (-5).cRs (2wt )it =—-[——-CR5((01t)} "
T/2 T 20 0
2] -5 "
+—| —— cRs(oyt :| =0
Gl

Koeficient b, = 0.

T/2 T
by = 2 [j53|n(3a)1t)dt+ j( 5)cos(3m1t)dt]=% [—% cos(wt)}T/2+

T/2
2 -5 T 45
+?~[—30)1 ~cos(oo1t):|T/2 —E~§=2,12V
45
Koeficient b3 ma hodnotu b3 =2,12V, by = — 3
I

DalSim vypoctem bychom zjistili, ze vSechny koeficienty b, se sudym indexem
k maji nulovou hodnotu, nenulové budou pouze liché koeficienty b_+). Vztah
pro funkci s(t) popisujici impulzni signal podle obr. 2.3.1 bude mit tvar:

S(t)=4—:~(sin( t)+ S'”(3“’1f) S'n(gwﬂ) Sln(;(mt) )

Uvedenou fadu mdzeme ZJednodusene zapsat ve tvaru

45 Ssin(2k-1)
st == = 2k-1

Obr. 3.3.2a znazoriuje tvar signalu vytvoreného z 1. az 25. harmonické podle
vztahu (3.3.5). Na obr. 3.3.2b je priibéh signalu slozeného z 1., 3. a 5. harmonic-
ké. Je zfejmé, ze se zvySovanim poctu harmonickych se tvar signalu priblizuje
k pribéhu pravouhlého impulzu.

Obr. 3.3.3 znazornuje Cast ¢aroveho kmitoctového spekira znazornujiciho veli-
kosti amplitud harmonickych od prvni do tficaté prvni harmonické. Na obrazku
jsou také uvedeny vypocitané hodnoty amplitud znazornénych harmonickych.

(3.3.5)
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L

A - priibéh obsahuje 1. az 25. harmonickou

b)

Priibéh obsahuje 1., 3. a 5. harmonickou

UlUpy 1 5 | uly

o 1 12AA AN A o 1N Zax

S /) osfp A 3|\ o8t \

RN NG A XX A % f \

< ° <P 7 ° ° \ i
2 | -04 2 |04 \ 1
3 5 \ /
§ 2 TAAAN v § 2 A\ 7

0o 1 2 3 4 0 1 2 3 4

B - graf 1.harmonické f, C - graf 3.harmonické
D - graf 5.harmonické

5 6 7
Uhel 2.nft [rad] —————=

— 4'Umax N
ult)= E—— Z

5 6
Uhel 2.m.fit [rad] —————

sin[(2n - 1)mt]

“— 2n-1
Obr. 3.3.2 o
Signal tvoreny souctem k je pfirozené cislo 1,2, 3, 4, ..........
harmonickych podle . 1637 b, =6,366 b,;=0,424
vztahu pro impulzni > = b, =2,122 b,;=0,374
signal % b5 = 1,273 b19— 0,335
g 9 b, =0,909 b, =0303 5 =a=a,=a,=...20
S 4 by = 0707 by=0277 ° 17727 %
Obr. 3.,3.3 2 4 b;,= 0,579 b,.= 0,255 b,=b,=bs=b;=....= 0
Carové spektrum 3 34 b,,= 0,490 b,, = 0,236
harmonickych = 9l 2,12 b, = 0,220
kmitoctu g 1,270 o1 b,, = 0,205
pravotihlého impulzu 1’ | ’| | 0, 58 | 0, 42 (034 028 024 021
pode prikiad 13579 11 1515 17 19 31 23 25 27 26 31 fkH2]

Harmonické

Obecné mGzeme konstatovat, Ze kazdy periodicky signal Ize vytvorit superpozici (souc-
tem) harmonickych (sinusovych a kosinusovych) signalti o odpovidajicich amplitudach.

V tab. 3.3.1 jsou uvedeny vztahy pro sloZzeni uvedenych priibéhl z harmonickych sig-
nald. VSimnéme si, Ze signaly symetrické klem nulové Urovné nemaji stejnosmérnou
slozku, zatimco nesymetrické signaly tuto slozku obsahuji. Signaly, které maji pribéh
lichych funkci, jsou slozeny z harmonickych vyjadifenych nasobkem funkce sinus, sig-
naly, které maji prabéh sudych funkci jsou vyjadieny pomoci nasobkd funkci kosinus.

3.3.2 Diskrétni Fourierova transformace a rychla

Fourierova transformace

Cislicové zpracovani signalii pronika do vech oblasti techniky. To je umoznéno
vyznamnymi pokroky v teorii islicového zpracovani signall a ve vysokém stupni
rozvoje mikroelektroniky.

Diskrétni Fourierova transformace (DFT)

Pfi vzorkovani analogového signalu pro jeho pfevod na Cislicovy signél ziskame
realnou konec¢nou vstupni posloupnost vzorkl x; délky N. Jestlize povazujeme takto
definovanou funkci ¢asu za periodicky pribéh s periodou T, je mozné z diskrétnich
vzorkd vypocitat diskrétni vzorky kmito¢tového spektra signalu a naopak je mozné
ze vzork(l spektra uréit odpovidajici vzorky ¢asového pribéhu. V tom pfipadé na-
hradime vztahy (3.3.3a) az (3.3.3c) vyrazy:
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(3.3.5a)

Mo
3><

3
N

TIN T=
D=

a, = Xm-cos (k.ot), (3.3.5b)

3
IN

Xm-sin(k.ot), (3.3.5¢c)

||\>
Mo

bk_

1

3
i

kde
p  je pocet vzorkll odebranych béhem periody signalu T,

Xm je velikost m-tého vzorku.

Rychla Fourierova transformace (FFT - Fast Fourier Transform)

Rychla Fourierova transformace je postup (algoritmus) pro zkraceny vypocet koeficient(
DFT. Toto zkraceni je podstatné a umozriuje, Ze specialni mikroprocesory umozuji prova-
dét u pomalejsich signall (napf. fecovych) spektraini analyzu v readlném case.

Zkraceni je realizovano vhodnym usporadanim, které umozriuje, ze vypocet vyzaduje
podstatné méneé aritmetickych operaci nez u DFT a tedy i asu kK jejich provedeni.

Vyklad rychlé Fourierovy transformace pfesahuje rozsah této ucebnice.

Tab. 3.1 E—" P D —
Priklady Tvar signalu Vztah pro slozeni signalu z harmonickych
signald M — — — o
a jsjich IS ()= Sy 2 5 SN2k =Dt ]
realizace 2T t T k-1
slozenim — = —
harmonickych -
| _ Smex , g . ot cos[(2k - 1)t ]
T S\ ax S(f)— 2 max Z( 1) 2k —1
T/4 i t
S
SV SO == ~Smac 7 21(2k .2k + 1)
0 T t

lsmax s(t)=S, ZM

T/4\/ \t 25 (2k 1Y

_ Smex _g _i_z”,‘cos[(Zk—U.mt]
2

s(t) = 2max _
S 2 M2 S (2k-1)?

NE 2 sin(k.ot
l t)_ max'E 2( 1)k+1'#

k=1
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Kontrolni otazky

a)
b)

c)

d)

9)

h)

Vyjmenujte a definujte hlavni typy elektrickych signald.

Napiste a vysvétlete zakladni vztah pro vyjadfeni periodického signalu.
Vysvétlete rozdil mezi znazornénim harmonickych signalti v ¢asové

a v kmitoctové oblasti.

Vysvétlete pojmy prvni harmonicka signalu, druha a dalSi harmonické.
Vysvétlete princip rozkladu periodického neharmonického signalu na harmonické
slozky.

Vysvétlete, co je to Fourierova fada, k ¢emu ji pouZivéme, a napiste vztahy

pro vypocet koeficient( Fourierovy fady.

Vysvétlete, co je to ¢arové spektrum, nakreslete ¢arové spektrum pro prvnich 15
slozZek trojuhelnikového signalu symetrického vzhledem k nulové drovni, signal
ma amplitudu S,,,, = 3 V a perioda T = 1 ms. K vypoctu pouzijte vztah z tab. 3.1.
Pomoci Fourierovy fady vypocitejte amplitudy harmonickych sloZek jednocestné
usmérnéného sinusového signalu, je-li jeho kmitocet f = 1 kHz, amplituda U,, =
5V (u jednocestné usmérnéného signalu je pfenasena pouze kladna pudlvina
signalu, pri zaporné pulperiodé je prfenasen signal o nulové trovni).
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