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Kapitola 2

Zaklady teorie fuzzy mnozin a jazykova
promeénna

Tato kapitola je strucnym tGvodem do teorie fuzzy mnozin a modelovani sé-
mantiky pfirozeného jazyka pomoci fuzzy mnozin. Ctenare, ktery se zajima
o podrobnéjsi informace, odkazujeme na odbornou literaturu.

2.1 Fuzzy mnoziny a fuzzy relace

V tomto ¢lanku zavedeme pojem fuzzy mnoziny, souvisejici pojmy a zakladni
operace s nimi. Nejprve vSak zavedeme nésledujici symboly, které budeme dale
casto pouzivat.

V teorii fuzzy mnozin hraji vyznamnou tlohu uspofddané mnoziny, popf.
svazy. Proto budeme ¢asto pouzivat bézné symboly pro svazové operace. Kon-
krétné to znamend, ze vyraz aVb oznacuje supremum prvki a a b*). P¥ipomefime,
Ze v linedrné usporddané mnoZiné (napt. ¢isel) je supremum dvou prvkd rovno
jejich maximu. Podobné a Ab oznacuje infimum prvki a a b a v linedrné uspora-
dané mnoziné je infimum dvou prvki rovno jejich minimu. Obé operace znamym
zpusobem rozsifujeme také na mnoziny (i nekonecné).

2.1.1 Pojem fuzzy mnoZiny

Ustifednim pojmem ve fuzzy logice je pojem fuzzy mnoziny. Jak jiz nazev vy-
povida, jde o jisté zobecnéni klasického pojmu mnoziny. Jeho motivace vychazi
z nasledujici myslenky.

Predstavme si, ze nékdo po nas chce, abychom specifikovali mnozinu vysek
vSech wvelkgjch lidi. Nejprve mtizeme ftici, ze kazdy vysoky ¢lovék mé vysku mezi
160 cm a 240 cm. Odrazovym mustkem bude mnozina U = [160,240] (cm).
Avsak déle jiz narazime na nepiekonatelné potize. Zjistime totiz, Ze nejsme

*)Pochopitelné za predpokladu, Ze tato operace mé pro tyto prvky smysl.
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schopni specifikovat velké lidi presné. Jestlize se napf. rozhodneme, ze velky
¢lovék ma vysku minimalné 175 cm, 1ze ihned poloZit otdzku: ,A co vyska 174.6
cm?“ Pouhym okem nejsme schopni vysky 175 cm a 174.6 cm od sebe odlisit.
Avsak na zakladé naSeho rozhodnuti by ¢lovék majici prvni vysku byl , velky“,
zatimco druhy ne — dospivame tak k rozporu. Podotknéme, ze takovyto rozpor
by mél fatalni disledky. Napt. hranici pro odvedeni brance do armady byla
vzdy vyska 150 cm. Av8ak pii snaze o absolutni pfesnost bychom napt. ¢lovéka
vysokého 150.05 cm odvedli, zatimco ¢lovéka majiciho 149.95 cm ne, prestoze
pouhym okem a ani béZznym mérenim bychom obé vysky od sebe nerozlisili.
Proto v bézné praxi nelze chapat ¢islo (v nasem p¥ipadé danou hranici) Gplné
presné a Casto je lepsi pouzit vagni slova jako ,maly“, | velmi velky“, apod.

V teorii fuzzy mnozin musime vyjit z mnoziny vSech myslitelnych vysek
U = [40,240] (cm), kterou nazveme wuniverzum. Kazdé myslitelné vysce, tj.
vySce z vySe uvazovaného univerza pfifadime ¢&islo z intervalu [0, 1], které bude
vyjadifovat stupen pravdivosti tvrzeni, ze dand vyska oznacuje ,velkého Clové-
ka“. Stupen pravdivosti 0 znamené naprostou nepravdu (naprosty nesouhlas),
zatimco stupen 1 znamend naprostou pravdu (bezvyhradny souhlas). Cisla mezi
témito dvéma hodnotami vyjadiuji ¢asteény souhlas, ktery je tim vétsi, ¢im je
vétsi stupen pravdivosti. Definovany stupen pravdivosti je tedy stupen prislus-
nosti (viz déle) dané vysky do fuzzy mnoziny vSech vySek velkych lidi. Podle
naseho prikladu miizeme tici, Ze napt. ,,165 cm je vysoky clovek” je pravda ve
stupni 0.3, zatimco ,,190 cm je vysoky clovék® je pravda ve stupni 1, tj. abso-
lutni pravda, nebo také pravda ,na 100%“. Casto je totiz uzite¢né vyjadiovat
stupné pravdivosti (pfislusnosti) v %.

Priklad 2.1. Fuzzy mnozinu ,vySek malych lidi“ mtzeme charakterizovat po-
moci nasledujici funkce, kterd libovolné vysce (v cm) pfifadi stupen pravdivosti
podle tohoto predpisu:

1, jestlize x < 165,
M (@) 0, jestlize x > 185,
maly\T) =
iy 1-1 w;§65)2}, jestlize 165 < & < 175,
% (1850—95) 1, jestlize 175 < z < 185.

Podobnou tvahu lze provést i s jinymi slovy prirozeného jazyka, napt. vyska,
vék, nebo libovolné slovo, jehoz obsahem jsou néjaké zmérené hodnoty. To je
obzvlasté zajimavé pro fuzzy regulaci?).

Pii definici fuzzy mnoziny tedy postupujeme takto: Nejprve definujeme mno-
zinu U nazyvanou univerzum diskurzu nebo strucné univerzum. To mize byt

PPojem fuzzy mnoZiny je pochopitelné obecng&jsi, aviak pro potfeby fuzzy regulace se zpra-
vidla omezujeme jen na fuzzy mnoZiny definované na univerzu tvofeném Cisly.
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mnozina prvki libovolného druhu. Napf. mnozina rostlin, lidi, nebo velmi ¢asto
jistd mnozina ¢isel. Tento pripad je vyznamny zejména pro fuzzy regulaci, kde
se pracuje s pojmy ,odchylka“, ,zména odchylky* nebo ,akéni zdsah“, a to jsou
jista cisla predstavujici vysledky méreni.

Fuzzy mnoZina je z matematického pohledu funkce

AU —[0,1]. (2.1)

Receno slovy: fuzzy mnozina je tvofena prvky z vybiranymi z mnoziny U, z € U,
z nichz kazdy ma pfifazeno ¢islo a € [0, 1] nazyvané stuperi prislusnosti prvku x
do fuzzy mnoziny A. Zaroven je A(x) stupen pravdivosti toho, ze x pati{ do A.
Stupné pravdivosti a stupné prislusnosti do fuzzy mnoziny jsou tedy ztotoznény.

Funkce (2.1) se nékdy nazyva funkce prislusnosti. To znamend, ze fuzzy
mnozina je ztotoznéna se svou funkci prislusnosti. Stupen piislusnosti prvku
z € U do fuzzy mnoziny A se zapisuje jako funkéni hodnota A(z). V odborné
literatute se nékdy pro funkci prislusnosti pouziva specidlni symbol u. Pak se
stupen pfislusnosti prvku z do fuzzy mnoziny A zapisuje jako pa(z). To je
vSak jednak nepfesné a matouci a navic velmi nepraktické, nebot napf. u slozi-
téji definovanych fuzzy mnozin se zapisuje nepiehledny vyraz do indexu, napf.
K(auB)n(BUD)- Proto v této knize nebudeme symbol p pouzivat.

Fuzzy mnozina je zobecnénim klasické mnoziny také v nasledujicim smyslu.
V teorii mnozin se definuje tzv. charakteristickd funkce x4 : U — {0,1} mno-
ziny A vzhledem k U takto:

1, jestlize xz € A,
xa(z) = o
0, jestlize x &€ A.

To znamend, Ze xa(z) = 1, jestlize prvek = patii do mnoziny A a xa(z) = 0,
pokud do ni nepatfi. Je ihned vidét, ze funkce piislusnosti fuzzy mnoziny je
zobecnénim charakteristické funkce. Ztotoznéni fuzzy mnoziny se svou funkci
prislusnosti je prirozené a neni v rozporu s chadpanim klasickych mnozin, které
jsou také Casto ztotoznovany se svymi charakteristickymi funkcemi. VSimnéte
si, ze pti definici fuzzy mnoziny vychdzime z univerza, coz je klasicka mnozina.

Fakt, Ze A je fuzzy mnozina v univerzu U definovana v (2.1) ¢asto zapisujeme
symbolem A C U. Explicitné se fuzzy mnoziny zapisuji takto:

A ={a/zy,... 0n/z,}, (2.2)

kde 1, ... ,z, € U jsou prvky, kterym jsou pfifazeny stupné prislusnosti aq, ...,
an € (0,1], tj. prvky se stupném piislusnosti 0 nejsou zahrnuty.

Piiklad 2.2. Uvazujme univerzum U = {0,1,...,10}. Pak
A= {0-4/1,0~7/2,0~5/4,1/6,1/7,0~1/9} (2.3)
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je fuzzy mnozina v U do niz ¢islo 1 patii se stupném piislusnosti 0.4, ¢islo 2
se stupném piislugnosti 0.7, atd. Cisla z U, kterd nejsou v (2.3) uvedena, maji
stupen piislusnosti roven 0, tj. do A nepatii. ]

Neni-li univerzum konecnd mnozina a prvky fuzzy mnoziny nelze zapsat
vyctem (2.2), zapisujeme fuzzy mnoZinu takto:

A= {aiz;|iel}, (2.4)

kde i je néjakd indexovad mnozina, popf. lze podrobnéji specifikovat vlastnosti z;
a a;. Jsou-li napt. prvky x redlnd ¢isla a stupné prislusnosti jsou dany néjakou
funkci, lze zapsat fuzzy mnozinu takto:

A= {f(x)/m‘xE]R},

kde R je mnozina vsech redlnych ¢isel.
V odborné, zejména starsi literature se mtizeme setkat také s timto zapisem:

A :LeRf(w)/x.

Symbol integralu je zde pouzit ve vyznamu sjednoceni a nikoliv ve svém ptivod-
nim vyznamu. Smysl tohoto zapisu je v tom, Ze se na fuzzy mnozinu lze také
divat jako na sjednoceni tzv. fuzzy jednoprvkovych mnozin (viz déle). V knize
[31] je symbol integrélu nahrazen symbolem velkého sjednoceni, t;j.

A= U f(w)/w
z€R

vz

Nejpiesnéjsi je vSak zdpis (2.2) resp. (2.4), a proto se ho budeme v dal§im
vykladu drzet.
DulezZitou roli v teorii fuzzy mnozin maji nasledujici tii klasické mnoziny:

(a) Nosic
Supp(4) = {z | A(z) > 0},

tj. nosi¢ fuzzy mnoziny A je mnoZina vSech prvkd univerza, jejichZ stupen pii-
slusnosti do A je nenulovy. Tato mnozina je velmi dilezitd, protoze obsahuje
v8echny prvky, které jsou pro nas zajimavé (prvky se stupném piislusnosti 0
nejsou zajimavé, nebot mohou byt zcela libovolné).

Ptiklad 2.3. Nosi¢ fuzzy mnoziny A ve (2.3) je
Supp(4) = {1,2,4,6,7,9}.
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(b) a-fez?)
A, ={z| A(z) > a}, (2.5)

tj. a-fez je mnoZina prvka majicich stupen prislusnosti vétsi nebo roven zada-
nému stupni a. Tuto mnozinu ziskdme z fuzzy mnoziny A ,odfezdnim* vSech
prvki se stupném prislusnosti mensim nez a.

Ptiklad 2.4. Necht A je fuzzy mnozina z piikladu (2.2). Pak

A0.5 = {274767 7}
Aoz = {2,6,7}.

Pro a-tfezy fuzzy mnoziny plati tento jednoduchy, avsak dialezity vztah:
Jestlize a < b, pak Ay C A,.

Vztah mezi fuzzy mnozinou a jejimi fezy je velmi tzky. Lze dokazat nasledujici
rovnost:

A@)=\/ a (2.6)
T€EA,

Rovnost (2.6) se nazyva véta o reprezentaci fuzzy mnoziny a znamend, ze stupen
prislusnosti prvku z do fuzzy mnoziny A je roven supremu vsech indexu a Fezi,
do nichz patii. Podle této véty tedy lze fuzzy mnozinu chépat jako posloupnost
jejich a-tfezit — viz obr. 2.1.

(c) Jddro
Ker(4) = {o | Ax) = 1},

tj. jddro je mnoZina téch prvka, které urcité patii do fuzzy mnoziny A. Predsta-
vuji typické prvky (prototypy) pro danou fuzzy mnoZinu, napt. typicky ,velky“,
,maly“, .dobry“ apod. Ve vySe uvedeném piikladé by ,typicky velci lidé“ byli
lidé, feknéme, vétsi nez 185 cm.

Ptiklad 2.5. Jadro fuzzy mnoziny A (2.2) je
Ker(A) = {6,7}.

Je zfejmé, ze jadro fuzzy mnoziny je jeji 1-fez.

DV literature se nékdy pouzivé termin a-tez.
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Supp(4) Ker(A)

Aa1 A[LZ
GLLER

Obrazek 2.1: Grafické zndzornéni véty o reprezentaci. Fuzzy mnozinu A lze
znazornit jako posloupnost jejich a-fezii. Na obrazku prvek z patii do nosice a
fezl Ay, a Ag,, kde a1 < as.

Rekneme, Ze fuzzy mnozina je normdlni, jestlize Ker(A) # 0. Fuzzy mnozina,
ktera neni normalni, se nazyva subnormdlni. Je ziejmé, 7e stupné prislusnosti
vSech jejich prvkid jsou mensi nez 1.

Poznamenejme, ze odhad stupnd prislusnosti je subjektivni. Z experimental-
nich vysledki vsak plyne, ze rizni lidé odhaduji stupné obdobnym zptisobem,
coz znamena, ze lidé rozumi stejnym pojmim podobné. To pochopitelné neni
nijak prekvapivy vysledek, protoze jinak by byl prirozeny jazyk nepouzitelny a
nemohl by slouzit jako prostfedek pro prenos informace. Je to vSak demonstrace
toho, Ze pojem fuzzy mnoziny byl zaveden smysluplné.

V nagsich Gvahach budeme také potiebovat prdzdnou fuzzy mnoZinu, ktera
je definovana jako fuzzy mnozina, kterd neobsahuje zadné prvky

0= {O/z|w€U},

tj. je chapana stejné jako prazdnd mnozina v klasické teorii mnozin, a proto je
pro ni pouzit stejny symbol.
Dulezitou roli hraje fuzzy jednoprvkovd mnoZina (singleton)

{a/z}, (2.7)

coz je fuzzy analogie klasické jednoprvkové mnoziny. Nékdy se také rika fuzzy
jednotka. Vyraz (2.7) znamend, %e pouze prvek x € U patii do fuzzy jednoprv-
kové mnoziny, a to se stupném piislusnosti a > 0. Pokud a = 1, dostavame
klasickou jednoprvkovou mnozinu. Abychom zjednodusili vyjadifovani, budeme
pouZzivat pojem obecnd fuzzy jednotka pro fuzzy mnozinu (2.7), v niz miuze byt
a < 1 a fuzzy jednotka, jestlize a = 1.

Pojem fuzzy jednotky je velmi dilezity zejména ve fuzzy regulaci, protoze
takto 1ze chapat vysledek konkrétniho méreni.
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Priklad 2.6. Necht teplota zméfend v peci je 950 °C. Pak ji miZeme chépat
jako fuzzy jednotku

{1/950 °C}.
]
Posledni pojem, ktery v tomto odstavci zavedeme, je konvexni fuzzy mno-
zina. Je to dilezity pojem, ktery ma smysl, jestlize univerzum je néjakd pod-
mnozina mnoziny redlnych ¢isel. Specialné se s konvexnimi mnozinami setkame
pfi definici fuzzy cisla.
Fuzzy mnozina A C U C R je konvezni, jestlize pro libovolné prvky =,y € U
a libovolné 0 < A <1 plati
A + (1= Ny) > A(z) A A(y).

Lze ukazat, ze fuzzy mnozina je konvexni, pravé kdyz kazdy jeji a-fez je sou-
visly interval. Srovnani konvexni a nekonvexni fuzzy mnoziny je znazornéno na
obr. 2.2

a Q a @ \/g

konvexni | / nekonvexni |

Obrazek 2.2: Konvexni a nekonvexni fuzzy mnozina.

Jestlize U je je mnozina, pak mnozinu vSech fuzzy mnozin v univerzu U
oznacime

FU)={A|ACU}. (2.8)
Cisté z matematického hlediska je F(U) mnozina viech funkei U —s [0, 1], tj.
FWO)=[0,10"={f|f:U—[0,1]}.

Zévérem jesté definujme vzdalenost dvou fuzzy mnozin. Necht A, B C U
jsou fuzzy mnoziny, U je konecné univerzum a p > 0 je néjaké ¢islo (zpravidla
pfirozené). Pak p-vzddlenost fuzzy mnoZin A a B je ¢islo

(A, B) = (Z e —B(w)|ﬁ> . (2.9)

zeU
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Tato definice pro praxi staci. Pokud chceme uvazovat nekone¢né univerzum U,
pak musime nahradit sumu integralem. Pfitom vSak musi funkce piislusnosti
fuzzy mnozin A a B byt integrovatelné.

2.1.2 Operace s fuzzy mnozinami

S fuzzy mnozinami lze, podobné jako s klasickymi mnozinami, definovat za-
kladni operace sjednoceni, pruniku a dopliku. Kromé nich v8ak lze definovat
jesté radu dalsich operaci, které v klasické teorii mnozin bud nemaji smysl
nebo davaji vysledek, ktery je ekvivalentni s nékterou ze zdkladnich operaci.
To znac¢né rozsifuje moznosti teorie fuzzy mnozin.

Sjednoceni

Sjednoceni dvou fuzzy mnozin A a B je fuzzy mnozina C, kterda ma funkci
prislusnosti

C=AUB, pravé kdyz C(z) = A(z) V B(x). (2.10)
Receno slovy: prvek 2 € U patii do sjednoceni fuzzy mnozin A, B C U se
stupném piislusnosti, ktery je roven vétsimu z obou stupni A(z) a B(z).

Priklad 2.7. Necht univerzum je stejné jako v piikladu 2.2 a necht

A = {04/1,0.7/20.5/41/6,1/7,0.1/9} (2.11)
B = {02/1,0.7/20.9/30.6/41/6,0.8/70.3/9}. (2.12)

Pak
AUB = {0.4/1’0.7/2’0.9/3,0.6/4, 1/6, 1/770.3/9} ,

kde napf. stupen prislusnosti 0.4 ve fuzzy jednotce 0-4/ 1 se dostane pomoci
vztahu

04v02=04.

Operace suprema (maxima), kterd byla pouzita v definici sjednoceni, pfi-
rozenym zpusobem odpovida logické disjunkci. Operaci sjednoceni pouzijeme
tehdy, jestlize chceme napf. charakterizovat vSechny lidi, ktefi jsou ,,mladi nebo
ve stfednim véku“. Definujeme fuzzy mnozinu mladych lidi a fuzzy mnozinu lidi
ve stfednim véku a obé sjednotime.
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Nyni je jisté zifejmé, pro¢ lze fuzzy mnozinu chipat jako sjednoceni fuzzy
jednotek. Fuzzy mnozinu A z piikladu 2.7 (2.11) lze totiz zapsat takto:

A={04/130{0-7/23 u{05/43u{l/6} U {l/TIu{0-1/9}.

Tento princip je ¢asto vyuzivan pii vypoctech, pri nichz se stava, ze dostaneme
vice fuzzy jednotek, jejichz nosi¢ je tvoren stejnym prvkem. Vysledkem je fuzzy
jednotka, jejiz stupen piislusnosti je maximalni.

Piiklad 2.8. Piedpokladejme, ze vysledkem vypoétii je fuzzy mnozina
€ =1{0.4/1,0.7/1,09/1,03/2,0.4/2 0.6 /2 1/3 0.5/4,1/4 0.1/51 = (2.13)

Na zékladé uvedeného principu je (2.13) rovna fuzzy mnoziné
¢ ={0.9/1,06/2 1/31/40.1/5} (2.14)

Prunik

Prinik dvou fuzzy mnozin A a B je fuzzy mnozina C, kterd ma funkci prislus-
nosti

C=ANB, pravé kdyz C(z) = A(z) A B(x). (2.15)
Receno slovy: prvek = € U patii do priniku fuzzy mnozin A, B C U se stupném
prislusnosti, ktery je roven mensimu z obou stupii A(z) a B(x).

Piiklad 2.9. Pro fuzzy mnoziny (2.11) a (2.12) z pfikladu 2.7 dostaneme
ANB= {0.2/1’0.7/2’0.5/47 1/6’0.8/770.1/9} ,

kde napt. stupen piislusnosti 0.2 ve fuzzy jednotce 0-2/1 dostaneme pomoci
vztahu

04A170.2=0.2.

Operace infima (minima) v této definici p¥irozenym zpiisobem odpovida
spojce na“ (logickd konjunkce). Operaci priniku miZeme pouzit, jestlize chceme
charakterizovat napt. fuzzy mnozinu vSech lidi, ktefi jsou ,chytii a mladi“.
Musime definovat fuzzy mnozinu mladych lidi a fuzzy mnozinu chytrych lidi a
sestrojime jejich pruinik.
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Ve fuzzy logice se zpravidla uvazuji dvé zakladni konjunkce a dvé disjunkce,
a to konjunkce a disjunkce interpretované pomoci operaci minima a maxima
a Lukasiewiczova konjunkce a Lukasiewiczova disjunkce, které interpretované
pomoci specidlnich operaci

a®b=0V(a+b-1), (Lukasiewiczova konjunkce) (2.16)

a®b=1A(a+D), (Lukasiewiczova disjunkce) (2.17)
kde a,b € [0,1]. Jména téchto operaci jsou podle slavného polského logika J.
Lukasiewicze, ktery napsal zakladni prace z vicehodnotové logiky ve tiicatych
letech tohoto stoleti. Lukasiewiczovy operace hraji v fadé logickych avah do-
konce vyznamnéjsi roli, nez obycejné operace minima a maxima.

V teorii fuzzy mnozin tedy muzeme definovat operace Lukasiewiczova prii-
niku a Lukasiewiczova sjednoceni dvou fuzzy mnozin A a B

C=ARB, pravé kdyz C(z) = A(z) ® B(z) =0V (A(z) + B(z) — 1),
(2.18)

C=AdYB, pravé kdyz C(z) = A(z) ® B(z) = 1A (A(z) + B(x)).
(2.19)
Piiklad 2.10. Pro fuzzy mnoziny (2.11) a (2.12) z pfikladu 2.7 dostaneme
A RB= {0.4/2,0.1/4,1/6,0.8/7}7

kde napf. stupen prislusnosti 0.4 ve fuzzy jednotce 0-4/ 2 dostaneme pomoci
vztahu

0.7®0.7=0V (0.74+0.7-1) =0.4.
Podobné
A WB= {0.6/171/270.9/371/471/671/770.4/9}7
kde napf. stupen piislugnosti 1 ve fuzzy jednotce 1 / 2 dostaneme pomoci vztahu
0.700.7=1A(0.740.7) = 1.

Lukasiewiczv prunik je pfisnéjsi nez obycejny prinik. Mazeme ho pouzit
tehdy, jestlize jsou obé fuzzy mnoZiny A a B v urfitém smyslu ve vzdjemné
negativnim vztahu nebo si jejich vztahem nejsme jisti. Napt. ,velmi velké a
velmi tenké stromy“ — byt ,velky strom“ do jisté miry popird to, aby strom
byl také ,tenky“.

26 Novék: Zaklady fuzzy modelovani — BEN technicka literatura





