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Teorie chaosu a s ni souvisejici fraktalni geometrie jsou relativné mladé védni obory. K jejich
vzniku vyznamné prispély pocitace. Rozvijeji se od Sedesatych let dvacatého stoleti. U zaklada
obou disciplin nesporné stal Benoit B. Mandelbrot, ktery jako prvni matematicky definoval
pojem fraktalu. Fraktal 1ze charakterizovat jako nekonecné Clenity utvar. Pojem fraktalu je od-
vozen z latinského slova fractus, které znaci zlomeny, rozbity. K vysvétleni tohoto pojmu je
nutné nejdiive charakterizovat pojem geometricky hladkého ttvaru.

3.1 Geometricky hladky utvar

Bézna télesa a predevsim umélé tvary v nasem okoli se daji popsat nebo zobrazit jako jisty
kone¢ny pocet parametri, které tato télesa z hlediska jejich tvaru plné charakterizuji. Pro za-
kladni geometrické tvary (napf. krychle, valec, koule, ptimka atd.) zndme vzorce a vztahy, diky
nimz muzeme vypocitat napiiklad délku, plochu ¢i objem. Samoziejmé, Zze vysledek je vzdy
stejny, 1 kdyz pocitame v riznych jednotkach. Tyto udaje miizeme zjistit i u slozit&jsich téles
(naptiklad délka Bézierovy kiivky, atd.) Vysledky jsou opét nezavislé na zvoleném métitku.
Usecka, pifmka nebo kiivka ma dimenzi rovnu 1. To znamena, e je jednorozmérna — polohu
bodu na ni lze ur¢it jednim ¢islem (soufadnici).

Fakt, Ze ma kiivka dimenzi rovnu 1, neznamena, Ze je zobrazovana v jednorozmérném pro-
storu. Dimenze udéava jen pocet parametr nutnych k urceni pozice bodu na kfivce. Jakakoliv
hladké plocha (napt. trojuhelnik, n-uhelnik atd.) ma dimenzi rovnu 2. To znamen4, Ze polohu
bodu je tieba urcit dvéma parametry. Plochy maji urcity obsah, ale nulovy objem, protoze jejich
tloustka je nulova. Krychle, koule, jehlan nebo cely bézny prostor kolem nas maji dimenzi
rovnu 3, protoze poloha bodu v nich je jednoznacné urcena tfemi parametry. Vsechny uvedené
utvary maji jednu spolec¢nou vlastnost. Kazdému z nich totiz mizeme priradit jisté celé Cislo,
které nazyvame pocet rozmerii nebo také (topologicka) dimenze daného utvaru. VSechny vyse
zminéné Utvary i télesa jsou charakteristické ale predevsim tim, Ze jsou geometricky hladké —
presné vzato, nejsou fraktalni povahy. Tim je minéna skutecnost, Ze jejich tvar je ,,jednoduchy*
— vnitfek ani hranice nejsou vyrazné, nebo dokonce nekonecné Clenité, jak je tomu u vSech
objektli, zminénych v predchozi kapitole.

3.2 Nekonecné ¢Elenity utvar

Pro bézné objekty vystacime s dimenzemi 0, 1, 2, 3 (nebo jinym pfirozenym ¢islem). Bylo
proto pomérné velkym piekvapenim, kdyz byly objeveny geometrické ttvary, pro které s témito
dimenzemi nevysta¢ime. Nékteré z téchto utvarti nejsou jen abstraktni objekty, jez jsou vyplo-
dem fantazie matematiki, ale ¢asto maji své vzory v ptirodé. Piiklady mohou byt biehy toku,
pobiezi ostrovii nebo povrchy planet.

Uvedeny ptiklad se realné vyskytl pfi méfeni pobtezi Bretané. L. F. Richardson jako prvni
zjistil, ze tato délka je zavisla na délce métidla, kterym bylo pobiezi odkrokovano (na mapé
oviem muze mit jeden krok méfitko jak v metrech, tak napt. v kilometrech). Richardson také
nasledné urcil empiricky vztah K = CeP kde e >0 je délka meridla — ,.kroku®, C je konstanta
umérnosti a K = K(e) = N(¢). ¢ je celkova délka aproximace pobiezi, kde N(¢) nutny pocet
krokt. Délka aproximace se ukéazala byt zavisla na konstanté D, jejiz vyznam si Richardson
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nedokazal vysvétlit. Az Benoit Mandelbrot dokazal souvislost mezi touto konstantou a tzv. Haus-
stanty utvart, které nejsou geometricky hladké. Tyto nekonecné Clenité utvary maji vétSinou
fraktalni strukturu.

3.3 Hausdorffova-Besicovicova dimenze

Pro mnohé utvary, vyskytujici se v okolnim svété, staci uvazovat dimenze 0, 1, 2 nebo 3.
Nicméné byly objeveny zvlastni geometrické tvary, pro které toto rozdéleni podle celocisel-
nych dimenzi nesta¢i. Tyto utvary nevznikaji jen ve fantazii matematikd ¢i umélct, ale Casto
tvorfi redlné piirodni objekty.

Meétenim délky geometricky hladké kiivky, kterd méa topologickou dimenzi rovnu jedné,
dostaneme pii pohledu v riznych métitkach vzdy stejné konecné ¢Cislo. Métfenim délky pobiezi
(coz je opét kiivka s topologickou dimenzi rovnou jedné) se pti zmensovani méfitka toto Cislo
postupné stava nekonecné velkym. Pobrezi tedy v roviné zabird vice mista nez hladka kiivka.
Nezabira v§ak vSechno misto (pfesnégji feceno, nevypliluje celou rovinu). Jeho ,,skute¢na“ di-
menze je tedy vetsi nez topologicka dimenze kiivky (ta je rovna jedné) a soucasné je mensi nez
topologicka dimenze roviny (ta je rovna dvéma). Z toho jasné vyplyva, ze dimenze takového
utvaru neni celociselna. Toto necelé ¢Cislo se obecné nazyva fraktalni dimenzi.

Objekty popisované fraktalni geometrii 1ze proto charakterizovat jako objekty s necelociselnou
dimenzi (az na nékteré teoretické vyjimky). Dimenze fraktalnich objektt se také nazyva Haus-
dorffova-Besicovicova dimenze. Hodnota této dimenze (resp. rozdil mezi fraktalni dimenzi
a dimenzi topologickou) potom udava uroven ¢lenitosti daného objektu. Hodnota dimenze také
udava, s jakou rychlosti délka téchto Gtvarl roste do nekonecna (¢i odpovidajici veliCina pfi
V&Sim poétu rozméri, tj. povreh v euklidovském prostoru R3 &i objem v prostoru R* atd.). Jest-
lize se bude fraktalni dimenze od topologické lisit velmi malo, bude takovy objekt méné Clenity.
Bude-li fraktalni dimenze zna¢né vétsi nez dimenze topologicka, bude objekt naopak velmi
Clenity.

Rozdily mezi topologickou a fraktalni dimenzi vyuziva i definice fraktalti. Tuto definici
formuloval matematik Benoit B. Mandelbrot takto: fraktdl je mnozina i geometricky vtvar, je-
hoz Hausdorffova-Besicovicova dimenze je (ostre) vétsi nez dimenze topologickd. V souladu s
tim je mozno vymezit pojem fraktalu i jako akronym z anglického fractional dimension = zlom-
kova dimenze.

3.3.1  Vypocet fraktalni dimenze

Matematicky je mozno popsat miru ,,strukturovanosti® utvartt metrickymi dimenzemi. Jsou
to Cisla charakterizujici fraktaly. Miru nepravidelnosti Gtvaru Ize nejlépe popsat Hausdorfovou —
Besicovicovou (fraktalni) dimenzi. Pro fraktalni objekty je Ciselna hodnota této dimenze vétsi
nez hodnota dimenze topologické. Nefraktalni objekty maji tu vlastnost, ze zmensovanim délky
méfitka se priblizuje délka objektu (obvod) k né¢jaké limitni hodnoté. U fraktalt to neplati, délka
se neustale zvétsuje. Tato vlastnost se nazyva Richardsoniiv efekt.
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Existuje nekolik definic dimenzi, které 1ze v principu rozdélit na dvé skupiny:
* metrické dimenze, zavislé na metrickych vlastnostech,
* informacni dimenze, zavislé na pravdépodobnostnich vlastnostech.

Prikladem ze skupiny metrickych dimenzi je tzv. Hausdorffova-Besicovicova dimenze, také
nazyvana Kolmogorovova dimenze, nebo téz kapacita, pfip. fraktalni dimenze. Je vyjadfena
nasledujicim vztahem:

di = lim InN(¢) _lim logN (¢)

£-0 1 £-0 1)’
In () log ()
& &

kde N(¢) je minimélni pocet elementarnich wtvaril (napf. v R? &tverci se stranou ) potiebnych
k pokryti uvazované mnoziny. Tato dimenze kvantitativné odrazi miru sloZitosti (,,strukturova-
nost) dané mnoziny. Ze vztahu (40) je vidét, Ze hodnota fraktalni dimenze nezavisi na zakladu
pouzitého logaritmu.

(40)

Ttida informaénich dimenzi nachazi velmi ¢asto uplatnéni v dynamickych systémech, pro-
toze jsou vhodné k popisu ¢asového vyvoje systémitl. Tento vyvoj ma obvykle stochasticky cha-
rakter, a proto se také hovofi o dimenzich, zavislych na pravdépodobnostnich vlastnostech.
Prikladem jsou tfeba Ljapunovova, ptip. Hausdorffova dimenze. Dale se jimi nebudeme zabyvat.

3.3.1.1 Usecka

Nejjednodussim prikladem vypoctu Hausdorfovy-Besicovicovy dimenze je tsecka jednot-
kové délky. Rozdélme tuto usecku na N dilt. Toto rozdéleni odpovida tomu, jako bychom se na
usecku podivali s N-nasobnym zvétSenim. Méfitko nové Usecky je tedy:

e=1/N, 41)
kde ¢ zna¢i métitko a N je pocet dild, na které se utvar (v naSem piipadé tsecka) rozdéli. Pro
Hausdorffovu-Besicovicovu dimenzi D obecné plati, podle Richardsonova empirického vztahu,
nasledujici podminka:

NeP =1.

Z toho vyplyva, ze dimenze D se pro dané déleni N a dané méfitko ¢ vypocita nasledujicimi
Upravami:

NeP =1,

log NeP =log 1,

log N +log €” =0,

log N+D log £=0, 42)

D log e=-log N,

D=(-log N)/log &,

D=log N/log (1/¢).

Po dosazeni (41) do posledni rovnice (42) ziskame nasledujici vysledek:

D=1log N/log(l/€)=log N/log N=1.
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Topologicka dimenze usecky, jak je znamo z euklidovské geometrie, je rovna jedné, stejné
jako vypoctena Hausdorffova-Besicovicova dimenze. Z vySe uvedené definice fraktalu tedy
vyplyva, ze GiseCka neni fraktalem (pro fraktal musi byt fraktalni dimenze ostie vétsi nez dimen-
ze topologicka).

3.3.1.2 Ctverec

Dalsim trivialnim Gtvarem je Ctverec se stranou jednotkové délky (jeho plocha je rovnéz
jednotkova). Po dvojnasobném zvétseni Ctverec vypada tak, jako by mél ¢tyfnasobnou plochu.
Metitko se tedy musi zménit podle tohoto vztahu:

e=1/N"2
Hausdorffova-Besicovicova dimenze ¢tverce pak je:
D=log N/log(1/€)=log N/log N"'*=1/(1/2)=2.

Topologicka dimenze Ctverce je rovna dvéma, nebot” se jedna o hladky plosny ttvar eukli-
dovské geometrie. Fraktalni dimenze Ctverce je taktéz rovna dvéma, podle vySe uvedené defini-
ce proto Ctverec opét neni fraktalem.

3.3.1.3 Krychle

Pro vyssi dimenze vypada vypocet obdobné, jako napft. pro jednotkovou krychli v prostoru
R3. S rozd&lenim krychle na dily se vysledné krychligky zmensi proporcionalné tieti odmocning
N. M¢titko se poté vypocita ze vztahu:

e=1/N"3.
Fraktalni dimenzi krychle je mozné vyjadrit nasledovné:
D=log N/log(1/€)=log N/log N''* =1/(1/3) =3.

Topologicka dimenze krychle je rovna tiem, nebot’ se jedna o hladky utvar v prostoru R>.
Fraktalni dimenze krychle je taktéz rovna tfem, krychle tedy, podobné jako tsecka a ctverec,
také neni fraktalem.

3.3.1.4 Zobecnéni vypoctu fraktalni dimenze

Na zaklad¢é uvedenych jednoduchych jednotkovych utvarti umime zobecnit postup vypoctu
fraktalni dimenze. Pro méfitko e ,, pokryvacich® utvart, je mozné napsat obecny vyraz

e=— . (43)
kde D je fraktalni dimenze objektu. Vyjadiime-li D, ziskame:

1
loge=-logN?, (44)
log N

log (l]
£

kde N oznacuje faktor zmény délky, resp. pocet pokryvacich ttvard, a 1/e faktor zmény méfitka.

D:
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Poznamenejme, ze vztah (44) Ize ovSem pouzit pouze u fraktali sobépodobnych, zatimco
u obecnéjsich fraktalli sobépiibuznych je tieba pouzit vztahu (40), nebot nelze ignorovat limitu
& = 0. Oba vztahy urcuji dimenzi tak, Ze ptimka je délena na malé tisecky, plocha na ¢tverecky
a prostor na krychli¢ky. Nékdy se proto hovoii o tzv. krabicovych dimenzich.

Fraktalni dimenze nemusi slouZit jen k charakterizaci statické ,,fraktalni* vlastnosti objektu,
ale rovnéz k zachyceni, feknéme, dynamiky vyvoje objektu ¢i chovani systému [2]. Na obr: 110
je zobrazena krabicova fraktalni dimenze v zavislosti na iteraénim vyvoji bunééného automatu.
Jeji pribéh je dan rdznorodosti jednotlivych fazi vyvoje automatu, které, jak je z obr. 110 vidét,
konverguji k ustalenému stavu. Praktictéjsi pokusy o aplikaci fraktalni dimenze v dynamickych
systémech Ize najit v [13], kde byla pouZita na popis a studium primyslovych procest ve sklai-
stvi a v [2], kde byla pouzita na studium tryskového motoru.
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Obr. 110 Krabicova dimenze, zachycujici vyvoj bunécného automatu.
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Obr. 111 CtyFi fize vyvoje bunééného automatu.



3.3.1.5 Cantorovo diskontinuum

Vznik této mnoziny byl popsan v odstavci 1.1. Je spojena se jménem Georga Cantora, ktery
zasahl do vyvoje matematiky vice, nez kdokoliv jiny. Vznika opakovanym vynechavanim pro-
stiedni tretiny ze vSech intervali, které zbyly z predchozich iteraci. Po prvni iteraci zlstanou
N =2 tsecky s méfitkem € = 1/3, atd. Obecné pii trojnasobném zjemnéni se pocet Gsecek, tvori-
cich nasledujici iteraci, zdvojnasobi. Fraktalni dimenze je tudiz podle (44)

logN  log2

log (1) log3
&

Cantorova mnozina se sice sklada z nekone¢né mnoha bodu, ale neobsahuje zadnou tGsecku,
proto je jeji topologicka dimenze 0. Jeji fraktalni dimenze je nicméné kladna a podle definice je
tato mnozina fraktalem.

D=

=0.6309 . (45)

3.3.1.6 Kochova krivka

Aplikujme postup vypoctu fraktalni dimenze na nejjednodussi fraktal na plose — Kochovu
ktivku (obr. 10). Pti kazdé iteraci se délka kazdé hrany zmensi na 1/3 (= €) své ptivodni hodnoty
a pocet sobépodobnych tsekil vzroste na N = 4.

Pfi trojnasobném zjemnéni se tedy délka kiivky zvéEtsi Stytikrat, a proto Hausdorffova-Besi-
covicova dimenze neni celé ¢islo. Pro N = 4 se tedy méfitko musi zmensit na tfetinu, do vzorce
(44) je proto tieba dosadit tyto hodnoty:

e=1/3,
N=4.

Fraktalni dimenze Kochovy kiivky je pak
D=log N/log(l/e)=log4/log3=1.2618595.

Topologicka dimenze této kiivky je rovna jedné, fraktalni dimenze je vSak vétsi. Z toho
vyplyva, ze tato kiivka je fraktalem. M4 i dalsi zajimavé matematické a geometrické vlastnosti:
i kdyz je v celém svém rozsahu spojita, v zadném bod¢ nema konec¢nou derivaci. Kazdy bod na
ktivee je totiz po nekoneéné mnoha iteracich prinikem dvou ,,nekone¢né malych* usecek, které
tvoii strany trojuhelnika, ktery je taktéz ,,nekone¢né maly*. Je nekonecné dlouha, i kdyz zabira
jen omezenou Cast plochy, jak je ostatné patrné z obr. 10.

3.3.1.7 Sierpinského trojuhelnik

Tento fraktalni utvar je v knize zobrazen nékolikrat, viz napt. obr. 6. Vznika z rovnoramenného
(prip. rovnostranného) trojuhelniku vynechanim prostfedniho ze Ctyt stejnych trojuhelniki, které
jej déli. Stejnou proceduru aplikujeme na zbylé tii trojahelniky (a tak stale dokola). V prvni iteraci
ziskdme N = 3 pokryvacich utvard s méfitkem e = /5. Ve druhé iteraci ziskdvame N = 3x3 =9
Gtvard s méfitkem & = !/, x 1/, =1/4. Obecn& v n-té iteraci

1

N=3" a e=(5) . (46)
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Fraktalni dimenze je pak

n
D =lim—28N __ i log3 _; nlogd log3 _, a5 7
s—>01Og (1) n—elog2” n-enlog2 log2
€

Sierpinského trojuhelnik obsahuje zfejmé usecky, avsak neobsahuje sebemensi souvislou
cast plochy; jeho topologicka dimenze je proto 1. Podle definice jde o fraktal. Pov§imnéme si, ze
jeho fraktalni dimenze je vétsi, nez u Kochovy kiivky, coz se konec konct dalo ocekavat. Proto
v jistém smyslu vypliuje plochu Iépe (pfesné vzato, ve fraktalnim smyslu).

3.3.1.8 Hausdorffova-Besicovicova dimenze vybranych prirodnich
utvari

V nasledujici tabulce jsou uvedeny odhady fraktalnich dimenzi nékterych ptirodnich Gtvart
[16]:

Prirodni objekt Odhad fraktalni dimenze
Pobftezi 1.26
Povrch mozku ¢lovéka 2.76
Povrch neerodovanych skal 2.2+23
Obvod 2D - priimétu oblaku 1.33

V souvislosti s tabulkou je dobré si uvédomit n€kolik véci. Uvazujme jeden z objektl — ne-
erodovanou skalu. Musime ptisné odd¢lit jeji povrch od skaly jako télesa. Na prvni pohled by se
zdalo, Ze toto rozliSeni v sob& neskryva zadné problémy. Povrch mé topologickou dimenzi plo-
chy, kterd je mensi nez dimenze fraktalni, a proto je fraktdlem podle Mandelbrotovy definice.
Jelikoz 1 ve vysSich dimenzich plati analogie Richardsonova efektu, miizeme obsah povrchu
povazovat za nekonecny, i kdyz zaujima omezenou ¢ast prostoru. Z druhé strany téleso skaly ma
topologickou dimenzi rovnu 3 a jist¢ konecny objem. Kromé toho neni t€zké ze vzorce (40)
dokazat, ze pro libovolnou podmnozinu M e R" je jeji fraktalni dimenze Dy, <n. Pro skalu
maji tedy obé dimenze stejnou hodnotu 3. TakZe téleso skaly neni fraktalem, ackoliv by to mno-
hé mohlo svadét k opacné predstaveé. Tento fakt konecné potvrzuje obecnou filozofii fraktalni
geometrie: fraktal je takovy utvar, ktery svou clenitosti vypliiuje v jistém prostoru ,,vice mista®,
nez nefraktalni objekt téZe topologické dimenze. Skéla, jako téleso v béZném trojrozmérném
prostoru, ov§em nemtize zabrat nic vic nez jen jeho jistou cast.

Obecné dokonce plati, ze v euklidovském prostoru R” lze zkonstruovat fraktal libovolné
Hausdorffovy-Besicovicovy dimenze, nepievysujici n. Oznacime-li celou cast realného cisla
||, Ind M a Dim M topologickou, resp. fraktalni dimenzi mnoziny M, pak plati nasledujici
véta s pomérné trivialnim dikazem:

V prostoru R" , n = 1, existuje ke kazdému D € (0,n] sobépodobny fraktdl &+ F < R" takovy,
Ze Dim F =D alnd F = | Dim F_, pokud neni Dim F celociselnd, jinak Ind F = Dim F — 1.

Tvrzeni obsahuje ne¢kolik cennych informaci. Pfedné v euklidovském prostoru lze pro libo-
volnou hodnotu fraktalni dimenze z intervalu (0,7] zkonstruovat piislusny fraktal, a protoze je
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sobépodobny, Ize tak ucinit nejjednodussim moznym zpisobem. Navic tedy existuji i utvary
s celociselnou fraktalni dimenzi, ovsem jejich topologicka dimenze je o jedni¢ku mensi.

3.4 Sobépodobnost

Pti popisovani fraktalnich ttvard se Casto pouziva vlastnost sobépodobnosti. Sobépodob-
nost (v matematice se také nazyva invariance vzhledem ke zméné métitka) je takova vlastnost,
kdy objekt (nebo jeho ¢ast), vypada podobné pii pohledu v rizném zvétseni. Sobépodobnost je
jednim z hlavnich znaku fraktalnich atvart.

Mandelbrotiv pojem sobépodobnosti matematizoval Hutchinson, ktery vychazel z toho, ze
sob&épodobné mnoziny jsou geometricky podobné celku, zmensenému v jistém pomeéru. Defino-
val sobépodobnou podmnozinu ¥ n-rozmérného euklidovského prostoru R” tak, ze existuje ko-
ne¢né mnoho kontraktivnich, pfip. i afinnich zobrazeni

W, Waseeo, Wi RT — R 48)
takovych, Ze plati

w=Uwm(w), (49)

i=1
pticemz pro libovolna i # j obsahuje prinik
w (W), () (50)

jen konec¢ny pocet prvki (nebo je prazdny). Na potenci R” je zobrazenimi (48) definovan operator

m
w) =Jw(Xx), X CR", 51)
i=1
ktery se nazyva Hutchinsontiv operator. Podle (49) je sobépodobna mnozina W pevnym bodem
prislusného Hutchinsonova operatoru. Tato mnozina se také nazyva atraktor operatoru w a musi
mit nutné fraktalni strukturu (mimo zcela trivialnich pripada).

Mnozina definovana vztahem (49) ma nékolik velmi zajimavych vlastnosti, které jsou typic-
ké pro vétsinu (alespoit uméle vytvorenych) fraktalnich objekti:

* sobépodobna mnozina vznika opakovanim sebe sama pfi urcité transformaci; transformaci
v tomto kontextu rozumime napiiklad rotaci, posunuti ¢i zkoseni; v§echny tyto transforma-
ce jsou definovany v prostoru R” afinnimi transformacemi,

* sobépodobné mnoziny jsou invariantni vzhledem ke zméné méftitka: pii libovolném zvétse-
ni, ¢i zmenseni vypadaji stejné,

* sobépodobna mnozina vznika sama ze sebe, resp. vznika opakovanim téhoz zakladniho
motivu.

Mandelbrotova definice fraktalu je sice univerzalné platna, ale skryva v sobé nejedno tskali.
Predné rizné casti fraktalu mohou mit rGznou fraktalni dimenzi; vysledna fraktalni dimenze je
jejich supremem. Navic Hutchinsonova definice sobépodobnosti je velmi piisna a popisuje jen
malou tfidu fraktald, pro néz lze pocitat fraktalni dimenzi podle (44). U mnohych fraktald tento
vztah pouZit nelze, i presto, ze jejich fraktalni dimenzi lze pocitat podle (40). Obr. 96 ukazuje
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mnoziny, které nejsou sobépodobné v Hutchinsonové smyslu — nékdy se jim téz tika Apollonio-
vy sité. Aniz bychom rozpitvavali fraktaly matematicky, je jasné, ze pro nase ucely bude nej-
vhodnéjsi popsat je nematematicky jejich charakteristickymi vlastnostmi:

* maji detaily na kazdé Grovni,

* jsou (presné, priblizné, statisticky) sobépodobné,

* jejich fraktalni dimenze je (ostie) vétsi nez topologicka dimenze,

* nékdy jsou popsatelné pomoci jednoduchych algoritmdi.

Rozlisujeme dva druhy sobépodobnosti:
* presnd,
o statistickad.

Piesna sobépodobnost — definovana prostiednictvim sobépodobné mnoziny, ktera je urce-
na vztahem (49) a pro kterou existuje kone¢né mnozstvi kontrahujicich zobrazeni takovych, ze
tuto mnozinu tvoii sjednoceni vsech disjunktnich ¢asti kontrahované mnoziny.

Presné sobépodobna mnozina vznika opakovanim seba sama pomoci ur€itych (afinnich) trans-
formaci — predevsim zménou méfitka, rotaci, posunutim. Sob&épodobné mnoziny jsou invariant-
ni vi¢i zménam méfitka, tj. pti libovolném zvétSeni nebo zmenseni vypadaji vzdy stejné. Kazda
takova mnozina vznika opakovanim stejného motivu a proto jsou jeji ¢asti vzajemné podobné.

Statisticka sobépodobnost — vychdzi ze skutecnosti, Ze v§echny piesné sobépodobné frak-
taly jsou pravidelné. Je to dano tim, Ze jejich zplsob generovani je ptisné deterministicky.
V piirodé se ale pravidelné fraktaly nevyskytuji. Kdyz chceme dosdhnout toho, aby fraktal kore-
spondoval s realitou, musime do procesu generovani zahrnout ndhodu. Zptsob, jakym se naho-
dilost podili na generovani fraktalu, vzdy urcuje jeho tvar a fraktalni dimenzi.

Zhruba si to mizeme predstavovat tak, Ze mnozina W je statisticky sobépodobna, kdyz je
sjednocenim kone¢ného poctu neptekryvajicich se transformovanych kopii sebe sama podle vztahu
(49) a kazda z kopii w;(W) ma stejné statistické charakteristiky, jako mnozina W. Hovotime, Ze
wi(W) a W jsou statisticky nerozlisitelné. Z popisu fraktalu plyne, ze je sobépodobny vzhledem
k jistym transformacim. Statisticka sobépodobnost pak znamena, Ze vzhledem k témto transfor-
macim jsou sobépodobné urcité statistické charakteristiky. Obvykle se v praxi za zachovani pod-
minek povazuje shoda odhadu stfedni hodnoty a smérodatné odchylky.

Sobépodobnost a jeji statisticka verze tvoti dva protipdly celé skaly dalsich eventualit. Na
jednom polu jsou sobépodobné fraktaly, generované jednoduchymi deterministickymi procedu-
rami, jako napf. Cantorovo diskontinuum, Sierpinského trojihelnik, Kochova ktivka, sn€hova
vlocka ¢i jejich rizné nestochastické variace. Na druhém polu stoji zcela nahodilé struktury.
Prikladem je tfeba trajektorie Brownova pohybu, ktera je spojitou kfivkou a ma stale fraktalni
dimenzi 2, at’ se nachazi v roviné ¢i prostoru.

Mezi témito eventualitami jsou ovSem dal$i moznosti, napf. Juliovy mnoziny ¢i mnoZzina
Mandelbrotova. Nejsou sobépodobné, nebot’ netvoii atraktor zadného Hutchinsonova operato-
ru. Jsou vsak generovany deterministickymi algoritmy, v nichz nahoda nehraje zadnou roli, tak-
Ze nelezi ani na jednom ze zminénych pdli. Mezi takovymi mnozinami a statisticky
sobépodobnymi fraktaly je Casto sotva patrna hranice. Proto jsou souhrnné nazyvany jako frak-
taly sobépribuzné.
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